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INTRODUCCION

La descripcion de los objetos naturales por su geometria es tan vieja como la ciencia
en si misma. Tradicionalmente se delimitaban los objetos naturales mediante el
empleo de las lineas euclidianas (rectangulos, cuadrados, circulos, cubos, esferas,
etc.) pero realmente la naturaleza no esta restringida por los espacios euclidianos,
por ejemplo, las nubes no son realmente esferas, las montafias no son realmente
conos, las costas no son circulos y los rayos y relampagos no son rectas, aunque se
acostumbra a modelarlos de esta forma. La mayoria de los objetos naturales que
estan a nuestro alrededor tiene una geometria tan compleja que merece que se les
llame geométricamente caoticos. Este fenomeno fue estudiado, hace mas de 30
anos, por Benoit Mandelbrot. En aquel entonces parecia imposible describir estos

sistemas matematicamente.

En el afio 1975 se introdujo el concepto de fractal con el fin de caracterizar estos
sistemas cuantitativamente y apreciar sus regularidades fundamentales. Los
margenes de los rios, la estructura de los retofios del brocoli, la estructura del
sistema de los vasos sanguineos y de la red de nervios la retina humana, pueden

ser descritos a través de fractales.



Los fractales se pueden definir de alguna manera como sistemas que tiene
autosimilitud, o sea, no importa el tamano del objeto, éste tiene un comportamiento
similar a cualquier escala. Las lineas costeras evidencian autosimilitud de estos
sistemas ya que fotos tiradas a diferentes alturas desde un avion son indistinguibles
entre si, si no hay un objeto antropomorfo que permita establecer una escala. Otra
caracteristica de los sistemas fractales es que su dimensidén no es un numero entero
o sea los sistemas fractales no son ni unidimensionales, ni bidimensionales, ni
tridimensionales.

Alguno de los sistemas fractales mas famosos constituyen el sistema de Julia y de
Mandelbrot (ver anexo 1)

Los objetos de 3D ocupan un volumen definido que esta relacionado directamente

con sus dimensiones.

Si tomamos una esfera maciza observamos que tiene un volumen que esta
relacionado con su radio segun la ecuacion 4/3xr3, por lo que, si el objeto tiene
densidad constante, su masa aumentara con r°. En un grafico de m vs r, se veria
una dependencia cubica, y si tomamos logaritmos, (grafico de log-log) obtendriamos

que la pendiente de la recta resultante es igual a 3.

Este resultado es general, los objetos aumentan su masa segun el cubo de sus
dimensiones lineales.

En los objetos fractales no ocurre asi: la masa aumenta con un exponente no entero,
diferente en general de 3.

Con frecuencia nos encontramos con conceptos que no forman parte del programa
de nuestras carreras a los cuales recurrimos constantemente y que nos son un poco
dificiles de comprender como es el concepto de caos, de dimension fractal entre
otras que como son un tanto abstractos nos seria mas facil de entender si
estuvieran vinculadas a algunas practicas de laboratorio, en las cuales las
propiedades inusuales se manifestaran en el comportamiento de objetos de uso

comun.



Ante esta problematica nos dimos a la tarea de disefiar una practica de laboratorio
que, cumpliendo los objetivos de una practica de Fisica General (entrenar en el
empleo de instrumentos de medicion como la balanza analitica y el pie de rey, y en
el procesamiento de los resultados experimentales) nos permite estudiar

experimentalmente el comportamiento de un objeto fractal.

DESARROLLO

El objeto fractal que estudiaremos consiste en una esfera formada por papel. Para
ello, formaremos esferas de distinto radio, compactando hojas de papel, y

mediremos como varia su masa con el radio.

Métodos e instrumentos
Con el fin de examinar la relacién que existe entre el radio y la masa de estas
esferas y comparar los resultados con los de una esfera de 3D tomamos muestras

de tres tipos de papel, que se diferencian por su densidad superficial

e papel A de densidad 1=0.00430 g/cm2
e papel B de densidad 11=0.00275 g/cm?
e papel C de densidad [1=0.00498 g/cm?

A cada una de las hojas le calculamos sus dimensiones con ayuda del la regla y su
peso con la balanza analitica. Calculamos ademas su area y su densidad
superficial, asi como los errores relativos a cada una de estas magnitudes mediante

las siguientes formulas:

S=I*a donde S es el area, y | y a son el largo y el ancho respectivamente pues al
ser las dimensiones uniformes se puede considerar a las hojas de papel son
rectangulos.

[100m/s siendo [ la densidad y m el peso de las hojas

Tomamos como error de la longitud y del ancho a la menor division de la regla

utilizada (¢l = 0.1cm, ®a = 0.1cm) y como error del peso a la apreciacion de la



balanza analitica (M = 0.001g). Luego el error del area se calcula mediante la

siguiente formula AS = S(AI—I-F&j y el error de la densidad se calcula mediante la

a

., Am AS . .
expresion Ap=p —+? . Estas son expresiones de propagacion de errores que
m

se utilizan normalmente en los laboratorios.

Procedimiento

Cada una de estas hojas la convertimos en esferas arrugando el papel hasta que
estuviera lo mas compacto posible y dandole una forma que se pareciera lo mas
posible a la de una esfera. Luego con el pie de rey hicimos siete mediciones de su
radio en distintas posiciones, y posteriormente medimos su masa con ayuda de la
balanza analitica. Seguido a ello dividimos el papel a la mitad y repetimos las
mediciones descritas. La divisidon se hizo de siete a nueve veces en dependencia del
tamano del papel. Estos datos fueron procesados en el paquete Microcal Origin, y
obtuvimos el grafico de masa contra radio, el cual se expreso finalmente en la forma
logaritmica - logaritmica (log — log) y con el ajuste de este grafico a una recta por el

método de los minimos cuadrados hallamos la dependencia entre el radio y la masa

Resultados y discusion
Para evidenciar este proceso daremos los resultados de una de las muestras de
papel de tipo C.

|=57.8cm a=389cm S=22079cm?> m=10947g S =545cm?
1= 0.00498 g/cm? $1=2.¥10° g/ cm?

Dividimos la hoja a la mitad y medimos radio, la media de su radio, su masa. Luego
dividimos esta mitad en su mitad repetimos la operacion hasta tener 1/256 de la hoja
inicial. Los valores de los radios, sus medias y sus masas para esta muestra de
papel se muestran en la siguiente tabla

Tabla I: Resultados obtenidos para el papel C, hoja 1.
Radio 1/16hoj 1/32hoj 1/64hoj 1/128ho 1/256ho
S 1 hoja 1/2hoja1/4hoja1/8hoja a a a ja ja



r 1.93 1.07 1 0.75 041 0305 0.255 0.17 0.15
r 2235 143 0.905 0.805 0455 0325 021 012 0.15
rs 2065 1.415 0.95 0.665 0405 0.28 0.225 0.15 0.1

rs 226 146 0865 076 045 036 023 0.17 0.105
rs 2225 136 1.065 061 0.525 0415 0.16 0.205 0.125
s 2425 115 0.955 0.05 0815 0.35 0175 0.125 041

ry 2115 137 0.82 0.725 045 0.4 02 0175 0.115

1.3221 0.6235 0.5014 0.2078
Fm 2.17929 4 0.9371 7 3 034786 6 0.159290.12071
Masa 10.9474 5.493 2726 1.365 0.65 0.3019 0.165 0.0757 0.0427
7
2T

Donde r,, ==

En el Microcal Origin ploteamos la curva de m vs ry,, y lo convertimos a log - log,
hacemos el ajuste de este a una recta, y hallamos el analisis de la curva
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Figura 1: Grafico de la dependencia de la masa de la esfera con su radio.
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Figura 2: Igual al anterior, pero en escala log — log.

A través de este grafico de dependencia logaritmica se obtiene el analisis de la

curva siguiente, utilizando el método de los minimos cuadrados:

logm=A+B *logr.

Parametro Valor Error

A 0.45322 0.0306

B 1.94834 0.05904

R SD N P

0.9968 0.07142 9 <0.0001

De este analisis obtenemos el valor de la pendiente que es:

B=1.95+0.06

0 sea que la masa es proporcional a aproximadamente el cuadrado del radio.

Resulta interesante el echo de que la hoja de papel, a pesar de tener una forma



esférica, continue comportandose como si aun fuera bidimensional, lo cual nos hace
relacionar este hecho con lo que ocurre con los sistemas fractales. La calidad del
ajuste queda evidenciada en el valor del coeficiente de regresion (0.99).

Los resultados para las otras muestras son:

e Muestras del tipo A el valor de la pendiente promedioes de B=2.0+0.1 y el
coeficiente de regresion es de 0.99

e Muestras del tipo B el valor de la pendiente promedio es de B=2.12+0.08 y
el coeficiente de regresién es de 0.99

e Muestras del tipo C el valor de la pendiente promedio es de B=1.88+0.09 y

el coeficiente de regresion es de 0.99.

Es facil ver que la pendiente, asociada con su dimension, esta alrededor de 2, pero

cambia, en dependencia de la densidad superficial del papel.



CONCLUSIONES

1. En la realizacion de este trabajo, que es factible de convertir en una practica
de laboratorio para alumnos de Lic. en Geografia y Lic. en Meteorologia, se
desarrollan las siguientes habilidades experimentales:

- Trabajo con los instrumentos de medicién fundamentales (pie de rey, balanza
analitica).

- Procesamiento de los resultados experimentales, propagacion de error por
cotas.

- Confeccion de graficos lineales y log - log.

- Ajuste de datos experimentales por el método de los minimos cuadrados.

- Uso de paquetes de procesamiento profesionales.

2. Mediante la practica de laboratorio de sistemas fractales se puede comprobar
que las esferas de papel no se comportan como objetos de 3D sino como
objetos de menor dimensién, estando determinada la densidad por las
dimensiones del papel por lo que podemos llegar a la conclusion de que las

esferas de papel son sistemas fractales

3. Con una sola practica de laboratorio cumplimos objetivos especificos de la

fisica y a la vez introducimos conceptos nuevos como el de dimension fractal.

4. Este es solo el comienzo de un trabajo que propone la introduccion de
conceptos novedosos a las practicas de laboratorio que espera abordar temas
como circuitos cadticos, dindamica de las fracturas, que estan muy relacionados a

las carreras de Geografia y Meteorologia

RECOMENDACIONES

- Aumentar la data experimental para distintos tipos de papel, para tratar de
correlacionar la pendiente con la densidad superficial.

- Medir esferas macizas de distinto radio, para comparar con un objeto 3D.

- Se propone utilizar este trabajo como un medio didactico en los laboratorios

de Mecanica para las especialidades de Meteorologia y Geografia.
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