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INTRODUCCION

En determinadas situaciones practicas, podemos estar interesados en
describir los diferentes tipos de interacciones presente en tablas multivias
para datos continuos; es decir, tablas en las que se cruzan N factores de
variacion, o lo que es lo mismo, tablas en las que cada dato aparece

identificado por una combinacion de niveles de cada factor.

Como es conocido, para el caso de experimentos replicados, a partir de las
técnicas clasicas del Andlisis de la Varianza, podemos realizar los
contrastes respectivos que nos indican al menos la existencia de
determinadas interacciones. Sin embargo, la interpretacion puede resultar

muy complicada en la medida que aumentan las dimensiones del problema.

Para datos no replicados de dos vias se han desarrollado los modelos de No
Aditividad de Tukey (TUKEY (1949)) y los modelos de MANDEL
(MANDEL (1961)), en los cuales se trata de modelar la interaccion
mediante un solo término multiplicativo, formado a partir de los efectos
principales. Estos modelos son efectivos solamente en los casos de

estructuras de interaccion muy simple en los datos.

Una clase de modelos méas verséatiles son los Ilamados modelos AMMI
(Efecto Interaccion Multiplicativo y Efectos Principales Aditivos),
propuestos por GAUCH en 1988, basado en la idea de GOLLOB en 1968.
En estos modelos se incorporan tantos términos multiplicativos como sean
necesarios para explicar la variabilidad de la interaccion de segundo orden.
Se basan en la descomposicion en valores y vectores singulares de la matriz

de residuales de interaccién del Modelo Lineal asociado.



Los Modelos AMMI a su vez, permiten la utilizacion de las
representaciones BIPLOT propuestas por GABRIEL en 1971. Son graficos
o0 planos factoriales que reflejan en dimension reducida las caracteristicas
maés relevantes de una matriz de datos. La diferencia fundamental respecto
a otras representaciones, es que en este caso se logra una representacion
conjunta; es decir, aparecen superpuestos en el mismo grafico los puntos
fila y puntos columna; en nuestro caso, las categorias de ambos factores de

variacion.

Las nuevas investigaciones que surgen dentro de la Estadistica
Multivariante, utilizan el Biplot como método grafico por excelencia para
representar en baja dimension los resultados. En este sentido podemos citar
ademas de los Modelos AMMI, los modelos de Regresion Factorial en
Rango Reducido (IZENMAN (1975); TER BRAAK (1994)), el MANOVA
BIPLOT (GABRIEL (1972); VICENTE-VILLARDON (1992); AMARO
(2001)), asi como técnicas de integracion de matrices (KROONENBERG
(1983); CARLIER y KROONENBERG (1996); MARTIN-RODRIGUEZ
(1996); VAN EEUWIJK y KROONENBERG (1998); MARTIN-
RODRIGUEZ et al (2002)), las cuales generalizan el Biplot al caso de

varias matrices de datos.

Para tablas de méas de dos factores de variacion resulta mucho mas
complejo explicar las interacciones, ya que por ejemplo, en el caso de tres
factores, pueden generarse tres interacciones de orden dos y una interaccién
triple. Las de orden dos podran ser explicadas a partir de los modelos
AMMI, y para la interaccion triple necesitaremos hacer una generalizacion
de estos modelos al caso de varias matrices de datos, o lo que es lo mismo,

una generalizacion de la descomposicion en valores singulares.



En el presente trabajo de tesis utilizamos el Biplot como herramienta para
explicar la interaccion de orden superior asociada a un modelo lineal;
especificamente haremos énfasis en las interacciones de segundo y tercer
orden, para tablas de dos y tres vias, respectivamente. Veremos como a
partir de un Biplot podemos identificar las filas y columnas responsables de

la interaccion.

De igual forma utilizaremos el Biplot en el diagndstico de modelos,
resultado que nos permitira identificar los diferentes tipos de interacciones
presente en las tablas multivia, sobre las cuales debemos centrar la

atencion.

En el primer capitulo damos la definicién de Biplot y las propiedades
fundamentales de los diferentes tipos de representaciones. Se ofrecen los
elementos necesarios que ayudan a interpretar este tipo de grafico,
haciendo énfasis en la informacion relacionada con los datos que podemos
obtener a partir del Biplot. Abordamos el capitulo de forma detallada

debido a que constituye el primer trabajo sobre Biplot presentado en Cuba.

El segundo capitulo lo dedicamos al analisis de la interaccion de segundo
orden asociada a una tabla de dos vias, especificamente se hace referencia a
los modelos AMMI propuestos por GAUCH en 1988.

En este capitulo incorporamos ademas el Analisis de Regresion en Rango
Reducido (IZENMAN (1975)), conocido también con el nombre de
Analisis de Componentes Principales para variables instrumentales (RAO
(1964); ROBERTS y ESCOUFIER (1976)) o Analisis de Redundancia
(VAN DEN WOOLLENBERG (1977); ISRAELS (1984); VAN DER



BURG y DE LEEUW (1990)). Consiste en ajustar un modelo en el que

tanto la parte a explicar como la parte explicativa son matrices.

Esta técnica la utilizamos para explicar la matriz de residuales de
interaccion de orden dos, a partir de una matriz con informacion de
variables externas, las cuales pueden ser medidas bien sobre los niveles del
primer factor (filas) o bien sobre los niveles del segundo factor (columnas).
Los parametros del modelo se estiman combinando las técnicas de

Regresion Multiple y Técnicas de Reduccion de Dimensionalidad (Biplot).

Cada capitulo va acompafiado de una aplicacion a datos reales relacionado
con el andlisis de Interaccidn Genotipo Ambiente, donde se pretende
clasificar genotipos o variedades en estables e inestables a partir de su

interaccidn con el ambiente (localidades o afios).

El anélisis de la interaccion Genotipo-Ambiente ha sido un problema
abordado por los mejoradores durante mucho tiempo. En sus
investigaciones conducen experimentos en varios sitios y durante varios
afos con el objetivo de seleccionar variedades que sean capaces de
mantener buenos rendimientos en condiciones climaticas adversas;

contribuyendo a extender el ciclo medio del cultivo

El tercer capitulo lo dedicamos al anélisis de la interaccion de orden tres; se
afiade un nuevo factor al andlisis. En tal caso, los residuales de interaccion
triple asociados al modelo, quedan incluidos en K matrices de orden IxJ;
siendo I, J y K el ndmero de niveles respectivos de los factores

considerados.



Para cumplimentar nuestro objetivo, abordamos el Analisis de
Componentes Principales de Tres Modos (KROONENBERG (1983)), en
particular el modelo propuesto por TUCKER (1966), para el que
KROONENBERG y DE LEEUW (1980) ofrecen un algoritmo basado en
la obtencidn de los estimadores a partir de la minimizacion de la suma de
cuadrados residual (TUCKALS3).

El Anélisis de Componentes Principales de Tres Modos aproxima un
arreglo de tres vias a partir de tres matrices de marcadores o componentes,
en nuestro caso particular, obtenemos una descomposicion de tres vias de

los residuales de interaccion de tercer orden.

Para representar los residuales de interaccion triple en dimension reducida,
hacemos uso de una generalizacion del Biplot al caso de tres matrices de
marcadores (CARLIER y KROONENBERG (1996)). En tal sentido
abordamos el Biplot Interactivo; en el que se concatenan dos de los modos,
y el Biplot Conjunto en el que se proyectan los marcadores de dos de los

modos sobre las componentes de un tercer modo de referencia.

Consideramos ademas un método para seleccionar el numero de
componentes a retener en cada modo (TIMMERMAN y KIERS (2000)), el
cual asegura la obtencion de un déptimo global y no local, al aplicar el
algoritmo de TUCKALS3.

En este capitulo ofrecemos ademas una comparacion entre el modelo de
TUCKALS3 y otros métodos de integracion de matrices: (Meta
Componentes Principales (KRZANOWSKI (1990)) y Analisis de
Componentes Principales Comunes (FLURY (1995)). Igualmente se hace



un estudio comparativo con el modelo PARAFAC/CANDECOM
(HARSHMAN (1970); CARROLL y CHANG (1970, 1972)).

Se introduce ademéas una generalizacion de la Regresion en Rango
Reducido al caso de varias matrices de datos. Este resultado nos permitira
explicar los residuales de interaccién triple a partir de la informacion de
variables externas, medidas sobre cada uno de los factores de manera
independiente, o sobre combinaciones de categorias de dos de los factores

de variacion analizados.

Como aplicacién se considera nuevamente un estudio de interaccion
Genotipo Ambiente, en este caso los ambientes involucran localidades y
afnos. Los genotipos son probados en varias localidades, durante varios
afios. Se presentan los resultados a través del Biplot Interactivo, el cual
permite representar las tres matrices de marcadores asociada a la
descomposicion en tres vias de los residuales de interaccion triple; lo que a

su vez facilita la clasificacion de los genotipos en estables e inestables.

En el capitulo 4 abordamos el Biplot como herramienta para la diagnosis de
modelos asociado a tablas de tres vias. Demostramos como a partir de la
distribucion geométrica de los marcadores, resultado de aplicar el
algoritmo de TUCKALS3 a una tabla de tres vias, podemos detectar la
presencia/ausencia de interaccion triple, y en los casos de ausencia,

diagnosticar el modelo que mejor se ajusta a los datos.

Este resultado nos permitira decidir acerca de los residuales de interaccion
doble que debemos explicar a partir de los modelos AMMI, y decidir sobre
la necesidad de analizar los residuales de interaccion de tercer orden a

partir de la generalizacion del Biplot a varias matrices de datos.



La diagnosis a partir de representaciones Biplot ha sido abordada por
BRADU y GABRIEL (1978) para tablas de dos vias y por BRADU (1983,
1984) y DIAZ-LENO (1995) para diagnosticar modelos de asociacion entre
variables ordinales. De igual forma, DIAZ-LENO (1995) y GABRIEL,
GALINDO y VICENTE-VILLARDON (1998) tratan la diagnosis de
modelos logaritmico lineales jerarquicos graficos adaptado a tablas de

contingencia multivia.

En este trabajo se abordara por primera vez la diagnosis de modelos para
tablas de datos continuos de mas de dos vias. Se daran elementos
relacionados con la distribucion de los marcadores en el Biplot
(generalizado al caso de méas de dos vias), que nos permitira por una parte,
identificar la presencia en los datos de interacciones de orden superior; y

por otra parte identificar el modelo que mejor describe los datos.



Los Métodos Biplot

CAPITULO I

LOS METODOS BIPLOT
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1.1 INTRODUCCION

La forma tradicional de presentar la informacion en un Analisis
Multivariante, es a partir de una matriz que contiene los valores de p
variables observadas en n individuos. Para poder caracterizar los individuos
en funcion de las variables observadas, es necesario reducir la
dimensionalidad del problema; es decir, representar los individuos no en el
p-hiperespacio de partida, sino en un subespacio de dimension reducida,

generalmente de dimension 2.

Un BIPLOT (GABRIEL 1971) es una representacion grafica de datos
multivariantes. La caracteristica fundamental que lo hace diferenciar de las
distintas representaciones graficas asociadas a los metodos clasicos de
reduccion de dimensionalidad; es que en este caso es posible una

representacion conjunta de filas y columnas de la matriz de datos.

El BIPLOT trata de buscar la mejor aproximaciéon en dimension reducida
(generalmente dos) de la distribucién de una muestra multivariante.
Superpone sobre dicha representacion, vectores que representan las
variables (columnas); e indican la direccion en la que mejor se muestra el

cambio individual de cada variable.

El prefijo “bi” se refiere a la superposicion en la misma representacion de

individuos y variables (filas y columnas de la matriz de datos).

De forma maés general, un BIPLOT trata de aproximar los elementos de una
matriz a partir de marcadores (vectores) asociados a las filas y columnas de
la misma; dichos vectores se representan en un espacio cuya dimension va

a ser menor que el rango de la matriz.
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La interpretacion del BIPLOT se basa en conceptos geométricos muy

sencillos, asi por ejemplo:

- La similitud entre individuos (filas) es una funcién inversa de la
distancia entre los mismos.

- Las longitudes y los angulos de los vectores que representan a las
variables, se interpretan en términos de variabilidad y covariabilidad
respectivamente.

- Las relaciones entre filas y columnas se interpretan en términos de
producto escalar, es decir, en términos de las proyecciones de los

puntos “fila” sobre los vectores “columna”.

Un BIPLOT es aplicable a cualquier matriz de datos; no necesariamente las
filas representan individuos y las columnas variables. Pueden referirse a las
categorias de dos factores dentro de un analisis de varianza, o simplemente
puede aplicarse a una tabla de contingencia que cruza dos variables

cualitativas; entre otras aplicaciones.

Desde el punto de vista algebraico, el BIPLOT se basa en el mismo
principio sobre el que se sustentan la mayoria de las técnicas factoriales de
reduccion de dimensionalidad, es decir, hace uso de la descomposicion en
valores y vectores singulares de la matriz. La diferencia fundamental es que
en este caso se trata de reproducir el dato y se incorpora una representacion

conjunta de filas y columnas.

Las dos factorizaciones BIPLOT mas importantes propuestas por
GABRIEL (1971) fueron denominadas: GH-Biplot y JK-Biplot. EI GH-
Biplot consigue una alta calidad en la representacion de las columnas

(variables) y no tan alta para las filas (individuos); mientras que el JK-
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Biplot consigue una alta calidad de representacion para las filas, y no tan

alta para las columnas.

GALINDO (1985, 1986) demuestra que con una conveniente eleccion de
los marcadores es posible representar las filas y las columnas
simultdneamente sobre un mismo sistema de coordenadas, con una alta
calidad de representacion tanto para las filas como para las columnas.
GALINDO denomina a este tipo de BIPLOT, HJ-Biplot.

El BIPLOT no solamente se utiliza con fines descriptivos; puede ser
aplicado en la diagnosis de modelos (BRADU y GABRIEL (1974, 1978)).
En este sentido, podemos ver que con una simple inspeccion de la posicion
geomeétrica de los marcadores se puede diagnosticar el modelo que mejor
describe los datos, y por tanto la presencia o no de interaccion en caso que
proceda (GOWER (1990); DIAZ-LENO (1995); BLAZQUEZ (1998)).

El BIPLOT, ha dado lugar a nuevos metodos de analisis multivariante de
datos, al ser combinado con otras técnicas clésicas; en este sentido
podemos citar los modelos AMMI (GOLLOB (1968)), el cual inicialmente
combina las técnicas de Analisis de Varianza y Analisis de Componentes
Principales, y posteriormente incorpora el BIPLOT en lugar del A.C.P
(GABRIEL (1978); KEMPTON (1984); GAUCH (1988)). Consiste en

hacer un BIPLOT a la matriz de residuales del modelo.

Otra técnica que combina el BIPLOT en este caso con la regresion lineal
simple, es la Regresion a Bajo Rango (IZENMAN (1975); TER BRAAK,
(1994)), también conocida como Analisis de Componentes Principales para
variables instrumentales (RAO (1964); ROBERTS y ESCOUFIER (1976);
0 Analisis de Redundancia (VAN DEN WOLLENBERG (1977)). Consiste
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en ajustar un modelo donde tanto la parte a explicar como la parte

explicativa son matrices.

Ambos métodos han sido aplicados en problemas agricolas, mas
especificamente en el Analisis de la interaccion Genotipo-Ambiente.
(KEMPTON (1984); GAUCH (1988); TER BRAAK (1994); VAN
EEUWIJK (1995 by c)).

GABRIEL (1972) combina el Biplot con el MANOVA, introduce algunas
caracteristicas del MANOVA-BIPLOT de una via; consiste en representar
mediante un BIPLOT los resultados del MANOVA. Mas tarde, AMARO
(2001) lo generaliza al caso de dos factores de variacion; lo cual facilita el
estudio de los efectos principales e interacciones para cada una de las

variables analizadas.

Al igual que otras técnicas clasicas de reduccion de dimensionalidad, el
Biplot ha sido generalizado al caso de varias matrices de datos. En tal
sentido podemos citar el Biplot Conjunto y el Biplot Interactivo
((CARLIER Y KROONENBERG (1996)); los cuales operan con tres

matrices de marcadores.

Actualmente contindan las investigaciones relacionadas con el BIPLOT.
Las dos tendencias iniciales de investigacion siguen desarrollandose
(descripcion y diagnosis). Sobre todo se trata de combinar el BIPLOT con
métodos clasicos del analisis de datos; surgiendo nuevas técnicas de

analisis cuya informacion queda resumida en un BIPLOT.
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1.2 DEFINICION

Como en la mayoria de las tecnicas de Anélisis de Datos, partimos de una
matriz X de n filas y p columnas, las cuales por lo general representan a n
individuos a los que se les observan p variables. El objetivo es representar
las filas y columnas de X en un espacio de dimension reducida, con la

pérdida minima de informacién.

Si la matriz X es de rango dos, es posible lograr una representacion exacta
en dos dimensiones; en caso contrario se necesitaran tantos ejes como
rango tenga X, para lograr un ajuste perfecto. Sin embargo, en un Biplot se
sigue el mismo principio que en las técnicas factoriales de reduccion de
dimensionalidad, por lo que en la mayoria de los casos los ultimos ejes
seran residuales, es decir tendran asociada una variabilidad despreciable, y
seran eliminados. Tendremos por tanto una buena aproximaciéon de los

elementos de X en dimension reducida.

Un Biplot para una matriz de datos X es una representacion gréafica
mediante marcadores (vectores): aja,,...,a, para las filas de X vy
by,by,...,b, para las columnas de X, de forma tal que el producto interno

aproxime el elemento x;; de la matriz de partida lo mejor posible.

Tanto los marcadores a; para las filas, como los marcadores b; para las
columnas estaran representados en un espacio de dimension g<r , siendo q

el numero de ejes retenidos y r el rango de X.

Si consideramos los marcadores ay,a,,...,a, como filas de una matriz Ay los
marcadores by,b,,...,.b, como filas de una matriz B, entonces podemos

escribir:
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X=AB'

La estructura de la matriz X puede visualizarse representando los
marcadores en un espacio euclideo de g dimensiones. Generalmente se trata
de tomar g lo méas pequefio posible, ello estara en dependencia de si
existen o no estructuras de covariacion significativa entre las columnas de
X.

1.3 OBTENCION DE MARCADORES

1.3.1 METODO CLASICO

Se trata de buscar una matriz X de rango g, que aproxime lo mejor
posible a X, en el sentido de los minimos cuadrados (X=X=ABw')
mas especificamente, se trata de buscar una matriz X de rango q que

minimice la expresion:

ZZ(XIJ — X(q)ij)2 = traza((X — X(q))(X — X(q))')
J

para todas las matrices X de rango g o menor.

El método méas conocido para aproximar una matriz a bajo rango es el
propuesto por ECKART y YOUNG (1936,1939) que puede encontrarse
también en YOUNG y HOUSEHOLDER (1938), GABRIEL (1971),
GREENACRE (1984), entre otros autores. Se basa en la descomposicion

en valores y vectores singulares de la matriz que deseamos aproximar.
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Descomposicion en valores y vectores singulares de la matriz X:

X =UDV'’

siendo U la matriz cuyas columnas contienen los vectores propios de XX’ y
V la matriz cuyas columnas corresponden a los vectores propios de X’X,
mientras que D es una matriz diagonal que contiene a los valores singulares
de X. Debe cumplirse que U’U=V’V=lI, es decir, las columnas de U y V

son ortonormales, esta propiedad asegura la unicidad de la factorizacion.

La mejor aproximacion en rango g, X de X viene dada por:

q
X@ng = Y@ D@y ¥ @) = ZMeUKVK

donde, U Y V(g son las matrices construidas con las g primeras columnas
de U y V respectivamente, mientras que D) es la matriz diagonal que

contiene los g mayores valores singulares distintos de cero de X (Ay).
Un algoritmo para el céalculo puede verse en GOLUB y REINSCH (1971).

Tenemos por tanto:

X =AB'=UDV’

Ello implica que la eleccién de los marcadores para filas y columnas puede
realizarse de varias maneras: Por ejemplo, tomando A=UDy B=V o A=Uy

B=VD’ entre otras factorizaciones.

Por esta razon, varios autores proponen distintas elecciones y estudian sus

propiedades de acuerdo con la factorizacion elegida. No obstante, la
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interpretacion del Biplot siempre se realiza a partir de los productos

escalares, independientemente de la factorizacion elegida.

Comenzaremos con la descripcion y propiedades de los Biplots clasicos
(GABRIEL (1971)) y posteriormente nos referiremos a las modificaciones
introducidas por GALINDO (1986).

La forma usual de elegir los marcadores consiste en realizar la
descomposicion:

A=UD' B=VDY

GABRIEL (1971) propone diversas elecciones de y a las que da diversos

nombres y para las cuales demuestra algunas de sus propiedades.

Con y=1 obtenemos:
A=UD B=V

Se verifica que B'B=I y tenemos el JK-Biplot el cual preserva la métrica

para las filas.

Con y=0 obtenemos:
A=U B=VD

Se verifica que A’A=1y tenemos en este caso el GH-Biplot el cual preserva

la métrica para las columnas.

De manera general hemos llamado a las matrices de marcadores, A para las
filas y B para las columnas, en lo adelante la llamaremos de manera

diferente en cada tipo de BIPLOT, por ejemplo:
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GH-Biplot (A=G B=H); JK-Biplot (A=J B=K); HJ-Biplot (A=J B=H).

Esto nos permitira identificar los diferentes Biplots.

1.3.2 MINIMOS CUADRADOS ALTERNADOS

En ocasiones no es posible realizar la descomposicion en valores y vectores
singulares de la matriz debido a que pueden presentarse celdas vacias
(datos faltantes) o bien los elementos de la matriz pueden presentar
diferente ponderacion o importancia. En tal caso, GABRIEL y ZAMIR
(1979) ofrecen una alternativa para la estimacion de los pardmetros
(marcadores), llamada en su trabajo “criss-cross”, pero mas comdnmente

conocida como algoritmo de minimos cuadrados alternados.
Como sabemos, en un Biplot ajustamos el siguiente modelo:

X=AB'+E
donde E es una matriz de residuales.

Supongamos que las coordenadas para las filas A estan fijadas de
antemano. Tenemos entonces que las coordenadas para las columnas
pueden calcularse como la matriz B que hace minima la suma de cuadrados

de los residuos dada por la siguiente expresion:

L =X - AB/| =traza((X - AB')'(X - AB")) =
tr(X'X) — 2tr(X'AB’) + tr(BA'’AB’)
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La solucion viene dada por la matriz:
B’ =(A'A)tA'X (1)

es decir, las filas de B son los coeficientes de regresion obtenidos en la

regresion de cada columna de la matriz original X sobre las columnas de A.

De la misma manera, si escribimos:

X'=BA'+F'

y fijamos los valores de B, podemos obtener los valores de A que hacen
minima la suma de cuadrados de los residuales dada por la siguiente

expresion:

L =|X' - BA'|=traza((X' - BA")'(X' - BA")) =
tr(XX') — 2tr(XBA") + tr(AB'BA)

la solucidn viene dada por

A!:(B!B)_].B!X! (2)

Es decir, las filas de A son los coeficientes de regresion obtenidos en la
regresion de cada columna de la matriz original X sobre las columnas de B.
Por tanto, partiendo de valores iniciales arbitrarios para A (0 B) y
alternando las formulas (1) y (2), se construye un algoritmo con el que se

obtienen los mismos valores esperados que con la descomposicion en
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valores singulares descrita anteriormente. (ver demostracion en
(BLAZQUEZ (1998))).

1.4 PROPIEDADES DE LOS BIPLOTS CLASICOS

1.4.1 GH-BIPLOT

Si hacemos un ajuste en los marcadores asociados a un GH-Biplot

(multiplicamos y dividimos por un factor de escala), es decir, tomamos:

G=,(n-DU H =ymw

y trabajamos con los datos originales, centrados por columnas, para que la

matriz de varianzas y covarianzas (S) sea proporcional a X’ X:

S=X"X/(n-1).

entonces,

1- El GH-Biplot conserva la métrica para las columnas, lo cual significa
que los productos escalares de los marcadores asociados a las columnas,
son iguales a los productos escalares de las columnas de X, que son a su

vez las varianzas y covarianzas.

En efecto,
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_ 1 xx=—1 (GH')(GH)= 1 HG'GH'= HU'UH'= HH"
(n-1) (n-1) (n-1)

Ademaés, se tiene que la descomposicion espectral de la matriz de

covarianzas es también su descomposicion en valores singulares:

= ! X'X = L
(n-1) (n-1)

S VD2V

luego, la mejor aproximacion de la matriz de covarianzas en rango g es:

1 1 1
>=3@ =,y V@P@P@V@ = Ha

que coincide con la que se obtiene en el Biplot de la matriz X.

En consecuencia, se cumplen dos propiedades muy importantes del GH-

Biplot:

- La longitud al cuadrado de los vectores h;, aproxima la varianza de

la variable, por lo tanto la longitud aproxima la desviacion tipica:

Sjj=hijh;

- El coseno del angulo que forman dos marcadores columna, aproxima

la correlacién entre la variables asociadas a estas columnas:

Sij

h:h: = lh: h h. he h)— h;hj . o
ihj =] |HH JHCOS( i.hj) = cos(h;,h;) HhiHthH_s"sjj i
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Refiriéndonos a las filas,
2- En un GH-Biplot la distancia de Mahalanobis entre dos filas de X
coincide con la distancia euclidea entre dos marcadores fila. En dimension
reducida se consigue entonces, una aproximacion de la distancia de
Mahalanobis.
En efecto, cada elemento de la matriz X puede escribirse como:

Xij=g; h;
de forma que cada fila i de X puede escribirse como:

Hgi

La distancia de Mahalanobis entre dos filas i y j puede aproximarse como:
2 . ] _1 . . . -\ _1 . -

;i = X (X —Xjk)'S “(Xjk —Xjk) = (Hgj —Hgj)'S “(Hgj — Hgj) =
ij J J J J

_ 1 _
(9i —gj)H'S 1H(9i—gj)=m(gi—9j)'DV'S VD(gj - gj) =

1 _
—=—(gj -gj)' DV (n-1)(VD™*

1) V'V)D(gj - 9j) = (9 —9j)"(9i — 9j)

En dimensién reducida se tiene que,
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5§ =Zk: (Xik = Xji)'S ™ (Xik = Xji) = (@i = 9;)" (i — 9j)

La propiedad podria haberse enunciado en terminos de los productos
escalares calculados con la métrica asociada a la inversa de la matriz de

covarianzas, de la forma:
XSX=GG’

Se consigue en dimensidn reducida, una aproximacion del producto escalar

con la métrica de Mahalanobis.

3- ElI GH-Biplot proporciona una mejor aproximacion para la matriz de

covarianzas que para la distancia de Mahalanobis entre puntos fila.

Como ya vimos, la matriz de varianzas y covarianzas puede escribirse de la

forma;

1 . 1

- - VDV
(n-1) (n-1)

S

de donde se deduce que si realizamos una aproximacion a bajo rango

como:

1 . .
%50 = (1 _p V@P@P@V@ =o'

tenemos una bondad de ajuste para la aproximacion de la matriz de

varianzas-covarianzas de:
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Para las filas de la matriz X la situacion es diferente. La suma de cuadrados
de los elementos de XS™X es r (el rango de X, que generalmente coincide

con el nimero de columnas). Si aproximamos en dimension g mediante:

-1 ~ 1

La suma de cuadrados (explicada en la aproximacion) de GuG’(g) €s
precisamente g, luego la bondad del ajuste de la aproximacion de los
productos escalares en la métrica de Mahalanobis es g/r, que por lo general,

es mucho menor que la anterior.

1.4.2 JK-BIPLOT

Suponemos que los datos estan centrados. Los marcadores para filas y

columnas, en dimension g, son los siguientes:
Ja=UwPa) Ko=Va
Las propiedades mas relevantes son las siguientes:
1- Los productos escalares, con la métrica identidad, de las filas de la

matriz X, coinciden, en el espacio completo, con los productos escalares de

los marcadores contenidos en J. La aproximacion de dichos productos



Los Métodos Biplot 25

escalares en dimensién reducida es éptima en el sentido de los minimos

cuadrados.

En efecto:
XX'=JK’KJ’'=3V’'VJI'=1T)

Ademas, se tiene que la descomposicion espectral de la matriz de productos
escalares entre las filas es también su descomposicion en valores

singulares:
XX’=UD*U’
luego, la mejor aproximacion en rango q es:
XX'=UD’ U= @

que coincide con la que se obtiene en el Biplot de la matriz X.
En consecuencia, la distancia euclidea entre dos filas de X, coincide en el

espacio completo, con la distancia euclidea entre los marcadores J.

Se cumple ademas, que los marcadores para las filas coinciden con las
coordenadas de los individuos en el espacio de las componentes

principales:
KV(9=UDV'V=U¢)D=Jq)
Esta propiedad implica que podemos estudiar las similitudes entre los

individuos con pérdida de informacion minima, siempre que la distancia

euclidea sea adecuada.
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2- Los marcadores para las columnas son las proyecciones de los ejes
originales (base candnica en el espacio p dimensional) en el espacio de las

componentes principales.

Este resultado puede verse en LEBART et al (1995); considera un JK-
Biplot como un Analisis de Componentes principales con variables

suplementarias.

3- La calidad de representacion es mejor para las filas que para las

columnas. (Demostracion anéloga a la realizada en el GH-Biplot).

1.5 HJ-BIPLOT. PROPIEDADES.

Como hemos comprobado en apartados anteriores, las representaciones son
asimétricas en el sentido de que no obtienen la misma calidad de
representacion para las filas y para las columnas de la matriz de datos.
Cuando el propdsito es la aproximacion de los elementos de la matriz
original, los biplots presentados son dptimos, ademas en cada uno de ellos
es posible representar con mejor calidad las caracteristicas de las filas o de

las columnas, cuando se quieren interpretar por separado.

Cuando las filas y las columnas son importantes en si mismas, y se quieren
interpretar las caracteristicas de ambas manteniendo cierta relacion entre
las mismas; son mas Utiles las interpretaciones basadas en representaciones
simétricas como el Analisis Factorial de Correspondencias, en el que se
interpretan las posiciones de las filas, las posiciones de las columnas y las
relaciones fila-columna a través de los factores, es decir, se realiza una

interpretacion factorial.
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Sin embargo, el Analisis Factorial de Correspondencias estd pensado
solamente para matrices de frecuencias. Seria interesante disponer de una

técnica simetrica similar, pero aplicable a cualquier conjunto de datos.

GALINDO (1986) propone el que denomina HJ-BIPLOT que responde a

las caracteristicas descritas en los parrafos anteriores.

Un HJ-BIPLOT para una matriz de datos X es una representacion grafica
multivariante mediante marcadores (vectores) Ji, J,...,Jn para las filas y
hi,hy,...,h, para las columnas de X, elegidos de forma que ambos
marcadores puedan superponerse en el mismo sistema de referencia con

méaxima calidad de representacion.

Partimos también de la descomposicion en valores singulares:

X=UDV’

elegimos como marcadores en dimension reducida:

Jo=UoPw  Hw@=VDe

Notese que con esta factorizacion el dato original no se reproduce, en

efecto:

X = JH'

Sin embargo, el objetivo es lograr una maxima calidad de representacion

para filas y columnas de X, para ello resulta necesario, como vimos en los
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Biplots clasicos, incorporar a cada matriz de marcadores, la matriz
diagonal D, lo cual posibilita que la descomposicion espectral tanto para la
matriz de varianzas y covarianzas entre columnas, como para la matriz de
distancia euclidea entre filas, coincida con la descomposicion en valores

singulares de X.

Las propiedades generales del HJ-BIPLOT son las de los marcadores
elegidos, afladimos aqui las propiedades relativas a las representaciones

simétricas.

1- Los marcadores fila y columna se pueden representar en el mismo

sistema de referencia, con la misma calidad de representacion.
En el contexto de las correspondencias, GREENACRE (1984) basa esta
afirmacion en que ambas nubes estan referidas a los mismos valores

propios y por tanto estan relacionadas.

El que las nubes estan referidas a los mismos valores propios es obvio, ya

que los valores propios de X’ X y XX’ son los mismos.

Las relaciones entre las nubes son las relaciones baricéntricas similares a

las del Analisis Factorial de Correspondencias, concretamente:
- - - ’ -1 -1
J@=U@D =XV =XX"UgD) =XHgD g
— —\? _\? 1 N -1
H=V@Pu=X'Ug=X"XV (D =X"JD @

Es decir, las coordenadas para las filas son medias ponderadas de las

coordenadas de las columnas, donde las ponderaciones son los valores
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originales en la matriz X. Lo mismo ocurre con las coordenadas de las

columnas respecto de las filas.

2- Las propiedades del HJ-Biplot son las de los marcadores J y H

detalladas en apartados anteriores.

1.6 SELECCION DEL NUMERO DE EJES

Los métodos factoriales graficos presentan los resultados en forma de
diagramas de dispersion, generalmente en un subespacio de dimensién 2;
aunque la configuracion original sea de dimension mayor. Al proyectarse
produce una pérdida de informacion que puede distorsionar las

configuraciones iniciales.

El primer problema a tener en cuenta es el ndmero de dimensiones
necesarias para obtener una representacién adecuada en dimensién
reducida. Debido a que la obtencidn secuencial de cada uno de los ejes de
la representacion es idéntica a la obtenida del ajuste conjunto de todos
ellos, es posible elegir el numero de ejes necesarios después de realizar el

calculo de la descomposicion en valores singulares.

En la literatura se presentan varios procedimientos que permiten la
busqueda del nimero de dimensiones necesarias para describir de forma
dptima la nube de puntos. Los métodos estan descritos inicialmente para el
Analisis de Componentes Principales o de Correspondencias, pero pueden

ser extendidos a los metodos Biplot.

Como en toda técnica factorial, debemos conocer qué parte de la

variabilidad total es explicada por los q ejes o factores retenidos, o lo que
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es lo mismo debemos dar una medida de cuan buena es la aproximacion
X(q) de X.

Para ello debemos hacer una descomposicion de la variabilidad total, en
variabilidad explicada por el Biplot y variabilidad no explicada o residual.
Sabemos que la variabilidad total asociada a una matriz X, se calcula por la
suma de sus elementos al cuadrado, que a su vez es igual a la traza de XX’

y Se representa por:

r
> A%
k=1

por la misma razon la variabilidad asociada a X, valor que representa la

variabilidad explicada por el Biplot, se calcula de la siguiente forma:

Por tanto la variabilidad residual, que a su vez corresponde a la variabilidad

asociada a la matriz (X-Xg) se calcula de la manera siguiente:
r
A
k=q+1
Por tanto:

r g r
S.C.Total =S.C.Explicada+S.C.Residual (Y25 = Y2 + Ya%)
k=1 k=1 k=q+1
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Lo que significa que una medida de la Bondad de ajuste del Biplot puede

calcularse por la cantidad:

q
> A%
k=l *100%

r
> A%
k=1

1.7 INTERPRETACION DE RESULTADOS

Supongamos que hemos seleccionado un namero de dimensiones suficiente

para explicar correctamente el comportamiento de los datos.

En la representacion Biplot en dimension reducida, interpretaremos las
distancias entre individuos como disimilaridades entre los mismos,
especialmente si los individuos estan bien representados; en un GH-Biplot
interpretamos la longitud de los vectores que representan a las variables en
términos de variabilidad y los angulos que forman dos vectores en términos
de correlacién; en un JK-Biplot, no podemos hacer este tipo de
interpretaciones para las variables aunque las coordenadas, nos daran una

idea aproximada de cual es la relacion con los ejes.

La relacion individuo-variable la estudiaremos a través de la proyeccion de
los puntos que representan a los individuos sobre los vectores que
representan a las variables, esto nos permite determinar cuales son las

variables que mas diferencian subconjuntos de individuos.

xijzajbj = x; = [proy a; /bj{(signo)[o|
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En la representacion HJ-Biplot la interpretacion es la misma, sin embargo,
la basqueda de las variables que determinan las diferencias entre los
individuos se realiza a través de los ejes factoriales, es decir, se interpretan
las nuevas variables, combinacién lineal de las de partida, y las relaciones
de las mismas con las variables observadas; como se hacia en un Analisis

de Componentes Principales.

La medida de la relacion entre los ejes de la representacion Biplot y cada
una de las variables observadas es lo que se denomina Contribucion
Relativa del Factor al Elemento (variable), y representa la parte de la
variabilidad de cada una de las variables explicada por el factor, y se
interpreta de la misma manera que un coeficiente de determinacion en
regresion, de hecho, si los datos estan centrados, es el coeficiente de

determinacion de la regresion de cada variable sobre el eje correspondiente.

Esta contribucion nos permitira saber cuéles son las variables mas
directamente relacionadas con cada eje y, por tanto, nos permite conocer
las variables responsables de la colocacion de los individuos sobre las

proyecciones en cada uno de los ejes.

Como los ejes se construyen para que sean independientes, la contribucion
de cada uno de ellos a cada variable es independiente, por tanto, es posible
calcular la contribucion de un plano sin mas que sumar las contribuciones

de los ejes que lo forman.

1.7.1 CONTRIBUCIONES
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Es facil ver que la suma de cuadrados de las coordenadas principales, tanto
para filas como para columnas en cada eje factorial, es igual al valor propio
de la matriz de productos escalares correspondiente, o al cuadrado del valor

singular:

2 a2 Po 2
2.2 =Af 20§ =2
. P}

La situacion general puede resumirse para las filas en la siguiente tabla:

ejes
i O | suma
2 2 2 r 2
1 ay ... a3 ... Ay Dk
H H 2 2 2 2
filas i |a; .. a; .. a; @i
2 2 2 r 2
n |a; .. a .. a pIIE: W
2 2 2 2 2
suma | A ... A] . AL | XL an = 2y

De esta forma, cada una de las coordenadas al cuadrado puede considerarse

como la contribucién absoluta a la variabilidad total.

Las contribuciones absolutas pueden convertirse en contribuciones relativas

sin mas que dividir por el total adecuado.

La cantidad,
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CRT; = =1
>k
k=1

se denomina, contribucion relativa a la traza (variabilidad total) del
elemento (fila) i; muestra la parte de la variabilidad total explicada por la

filai.
La cantidad,

CREF =

22,2
-_DN =N

se denomina contribucion relativa del elemento (fila) i al factor I, y muestra

la parte de la variabilidad del factor explicada por el individuo i.

La cantidad,

se denomina, contribucion relativa del factor | al elemento (fila) i, y

muestra la parte de la variabilidad de la fila i, explicada por el factor I.

En consecuencia, la cantidad:
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es una medida de la parte de la variabilidad asociada a la fila i que es
explicada por los g factores retenidos, es decir explicada por el Biplot

(calidad de representacion).

De la misma forma es posible definir las contribuciones correspondientes a

las variables:
ejes
(T O § suma
1 b2 ... b2 ... b Tt Dk
cols j |b% ... by .. b% P 3
p |b% .. b% .. b? Tk D
suma | AL ... AT . AL | XL obi =oAL
r
2
2. bk
CRT; = *=1
2
2 Ak
k=1

representa la contribucién relativa a la traza, del elemento (columna) j, y

muestra la parte de la variabilidad total que es explicada por la variable j.

2

CRE R = -

A

representa la contribucion relativa del elemento (columna) j, y muestra la

parte de la variabilidad del factor | explicada por la variable j.
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2
bj|
CRRE; =

L2
2. bk
k=1

representa la contribucion relativa del factor | al elemento (columna) j, y
muestra la parte de la variabilidad de la variable j que es explicada por el

factor I.

De igual forma, una medida de la calidad de representacion de la columna

J, en el espacio g-dimensional es:

3 2
2. b
k=1

r
2
2. bk
k=1

1.7.2 ESTIMACION DE FUNCIONES DE LAS
OBSERVACIONES

Un Biplot nos permite ademas, estimar mediante proyecciones, los valores
medios para filas y columnas; asi como los efectos principales e
interacciones en una tabla de dos vias (tabla 1.1). Estos resultados son muy
utilizados cuando estamos interesados en diagnosticar modelos a partir de

un Biplot.

Por ejemplo, si queremos representar la media de una de las filas a partir de

los marcadores, utilizamos la siguiente igualdad:
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p p p
Xj. :1/n2xij :lana'ibj =a’j (1/n2bj):a'i b
1 1 1

donde b es el vector de medias de las coordenadas de las columnas.

La tabla 1.1. resume las funciones de las observaciones y su estimacion
sobre el Biplot, que seran utiles en la interpretacion de modelos asociados a

un disefo experimental.

Funcién Marcadores Estimacién Gréfica

Xij a}bj proy ai /ij(S)Hij =
- Hproy bj/a; H(S)Hai H

i aib |proy a; /b [(s)]b | =
=proy b /ai[(s)]ai
X a.b; lproya. /bj)b;| =
= Hproy b /a.H(s)Ha. |
X, a'b proya. /b [(s)[b. | =
proy b /a (s)fa |
X, =X, (ai-a)b proy(ai —a.)/b [(s)|b |
Xj=X, a'(b;-b,) lproy(b; b )/a () |
Xij = Xi, =X j X, (aj-a) (bj—b) Jai —a [Jpj - b *

cos((aj —a ),(bj —b))

Tabla 1.1.: Estimacion de funciones de las observaciones mediante los marcadores del Biplot.
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Una de las ventajas de la estimacion de funciones de las observaciones
sobre la representacion Biplot es que tiene interpretaciones sencillas sobre
el grafico. Las figuras 1.1 y 1.2 muestran la interpretacion de los efectos
fila y columna respectivamente. El efecto correspondiente a una fila se
estima proyectando el vector diferencia (ai-a) sobre el vector que une el
origen con b, de forma que, salvo un factor de escala relacionado con la

longitud de b, es posible determinar qué filas tienen mayores efectos.

Razonamiento analogo se hace para las columnas.

as X Db
'{' a3
L9 b.
a X
3 3 bl
4/,\' 5 al
o 1
4
az ai:(ai—a_)b_:

= ||Proy (ai - a')/ b |(s) ||b||

Figura. 1.1.: Estimacion de los efectos fila
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y pi=a(bj-b )=

- ||Proy(bj _ b_)/a_l(s)"a'"
|

Figura. 1.2.: Estimacion de los efectos columna.

1.7.3 APLICACION A DATOS REALES

Se estudia el comportamiento de 10 variedades de patata teniendo en
cuenta cuatro indicadores o variables en ellas observadas: Rendimiento
(t/ha) y tres componentes del mismo: Peso Promedio del Tubérculo (gr),
Numero de Tubérculos por Planta y Altura de la Planta (cm). Los datos
estdn enmarcados dentro del programa de mejora del cultivo desarrollado
en el Instituto Nacional de Ciencias Agropecuarias de la Habana (Cuba) y

corresponden a la campafia 1989-1990.

Para cumplimentar nuestro objetivo aplicamos un JK-Biplot, ya que
tenemos especial interés en estudiar el comportamiento de los diferentes

genotipos, como posibles variedades a ser introducidas en la produccion.
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En la tabla 1.2 se muestran los valores medios por genotipo en cada

variable:

Genotipo Rend. (v1) P.P. (v2) # tub. (v3) altura (v4)
3-1-85 (al) 0.40 0.06 6.43 36.00
3-87-85 (a2) 0.46 0.05 9.30 41.00
6-5-85 (a3) 0.41 0.06 7.86 32.33
6-48-85 (a4) 0.35 0.06 5.56 41.33
6-126-85 (a5) [0.40 0.07 5.56 39.66
6-423-85 (a6) |0.52 0.07 7.90 43.66
6-453-85 (a7) [0.47 0.08 6.10 51.33
Spunta (a8) 0.39 0.07 5.20 38.50
Desiree (a9) 0.30 0.05 6.23 34.00
RedPont. (al10) [0.24 0.05 5.30 28.40

Tabla 1.2.: Matriz de datos

Notese que los genotipos del 1 al 7 se identifican con tres numeros, el
primero se refiere al nimero del cruce, el segundo corresponde al nimero
del clon y el tercero representa el afio en que se obtuvo. Notese que son
todos de 1985. Los genotipos 8, 9 y 10 corresponden a variedades ya

establecidas. En nuestro ejemplo constituyen por tanto controles.

El primer paso es determinar el niumero de ejes a retener (q). Para ello

debemos hacer la descomposicion en valores y vectores singulares de X,

Valores singulares |Inercia acum.(%)

A, = 4.947 61.249
A, =3.621 94.024
A, =1.482 99.520

A, =0.438 100
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Retendremos por tanto los dos primeros ejes, lo que significa que tenemos
una bondad de ajuste en el Biplot del 94.024%.

Matrices de marcadores Ay B:

Recordemos que en un JK-Biplot, las matrices de marcadores se obtienen

como sigue:

En consecuencia:

[ 0.230
0.401
~0.258
—0.244
0.280
1.474
1.875
0.105
~1.297
—2.108

A=UD vy B=V

—0.080 |
~1.768
—0.810
0.525
0.723
—0.542
0.870
0.887
~0.133

0.327 |

0.846
0.718

B
(2) 0.304

0.823

- 0.376
0.682
-1.159
0.219

Recordemos que cada fila de A corresponde a un genotipo y cada fila de B

se identifica con una variable.
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2F P.P ]
+ SPUNTA $-453-85
1} + i
., |6-126-85 Y ALT
+ REDPONT. 6-48-85 '

+ DESIREE  3.17gs5
+ 6-423-85

*
6-5-85 REND
+3-87-85

#TUB

Figura 1.3.: Representacion Biplot.

Si queremos obtener a partir de la representacion Biplot un valor

aproximado de Xg3, basta con hacer el producto escalar correspondiente:

aghs=(1.474, -0.542)(0.304,-1.159)=1.076
1.076=1.047=Xg3

Este resultado nos permite hacer a partir de la representacion grafica, un
ordenamiento de los genotipos a partir de su proyeccion sobre los vectores

que representan a las variables (figura 1.4).
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2 B PP -
\
L |+ SPUNTA £-453-85
1t \ + .
4\ |6-126-85 . ALT
+ REDPONT. 6'48;%'?

-
-

+DESIREE  3.{gs5

-

=+ 6-423-85

*
6-5-85 REND

+3-87-85

Figura 1.4.: Estimacion a partir del Biplot.

Asi, el genotipo 6 (6-423-85) presenta mayor numero de tubérculos (bs)
que el genotipo 3 (6-5-85), y esta a su vez presenta mayor numero de
tubérculos que el genotipo 9 (Desiree). Este ordenamiento puede hacerse

con el resto de genotipos y variables.

Notese que los genotipos de | al 7 presentan valores de rendimiento
superior a los controles (Spunta, Desiree y Red Pontiac). Esto lo deducimos
del Biplot, ya que los genotipos del 1 al 7 se encuentran mas proximos al
vector que representa la variable rendimiento (figura 1.3). EI primer eje

diferencia los controles del resto de genotipos.

Sin embargo, en los programas de mejora no es suficiente con que un
genotipo tenga buen rendimiento en condiciones especificas, es necesario
ademas que al variar las condiciones ambientales, siga manteniendo alto

rendimiento. Para ello resulta necesario repetir experimentos similares en
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diferentes sitios del pais e incluso a través de varios afios, que permita
estudiar la estabilidad de los genotipos que deseamos introducir en la

produccion.

Se impone entonces realizar un Analisis de Interaccion Genotipo

Ambiente, tema que trataremos en los préximos capitulos.
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CAPITULO Il

LOS METODOS BIPLOT COMO
HERRAMIENTA DE ANALISIS DE
INTERACCION DE SEGUNDO ORDEN
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2.1 MODELOS CON EFECTO INTERACCION
MULTIPLICATIVO (MODELOS AMMI).

2.1.1 INTRODUCCION

Los modelos con término multiplicativo han sido muy utilizados para
describir la interaccidon en tablas de dos vias; tienen la ventaja de permitir
una representacion Biplot (simultanea) de filas y columnas de la tabla, lo
que facilita identificar las combinaciones de niveles causantes de la
interaccion. Estos modelos a su vez se clasifican en internos y externos
(VAN EEUWIJK y KROONENBERG (1998)); internos cuando estiman la
interaccion haciendo uso solamente de la informacion contenida en la tabla
inicial de datos; externos cuando utilizan ademas informacion proveniente
de variables externas, ya sean medidas sobre filas, columnas o ambos

factores de variacion.

Entre los modelos con término multiplicativo que aparecen en la literatura
podemos citar, el Modelo Concurrente de Tukey (TUKEY (1949)) y los
Modelos de Regresion sobre la media (YATES y COCHRAN (1938);
MANDEL (1961); FINLAY y WILKINSON (1963); EBERHART vy
RUSSELL (1966)). Se caracterizan por tratar de explicar la interaccion a
partir de un solo término multiplicativo, lo cual en muchos casos resulta

insuficiente.

En muchos casos estos modelos no son adecuados para describir la
interaccion debido a la complejidad de la misma. En este sentido, en los
modelos AMMI (GAUCH (1988)), se mantiene la descomposicion en

términos multiplicativos de la interaccion y €sta no es forzada a tener una
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caracteristica especifica, se incluyen en el modelo tantos términos como
sean necesarios para explicar la variabilidad asociada a la interaccion; son

clasificados también como modelos internos.

Estos modelos combinan las técnicas de Analisis de Varianza y Anélisis de
Componentes Principales, (GAUCH y ZOBEL (1989)); tienen como
objetivo explicar la interaccion asociada a un ANOVA bifactorial, a partir

de una representacion biplot.

Los modelos AMMI han sido aplicados fundamentalmente en
experimentos de campo, mas especificamente en el analisis de la
interaccion Genotipo- Ambiente; con el objetivo de clasificar genotipos en
estables e inestables a partir de su interaccion con el ambiente (VAN
EEUWIK (1995 a y b); KANG y GAUCH (1996); ROMAGOSA et al
(1996)).

Una variedad o genotipo es introducido en la produccion cuando ademas de
tener altos rendimientos, presenta un grado de estabilidad aceptable, es
decir, reacciona favorablemente a diferentes condiciones ambientales. En
las ultimas etapas de los programas de mejoramiento genético, en las que
las variedades han sido seleccionadas atendiendo fundamentalmente a su
rendimiento en condiciones muy especificas, necesitamos conocer cuales
de ellas siguen manteniendo elevados rendimientos al variar las
condiciones ambientales. Para ello los genetistas conducen experimentos a
lo largo de todo el pais, en diferentes épocas e incluso a través de varios

anos.

Una vez obtenido los datos experimentales, el andlisis estadistico mas

comunmente utilizado es el Andlisis de la Varianza para un arreglo



Los métodos Biplot como herramienta de andlisis de interaccion de segundo orden 49

bifactorial en el que los factores considerados son el genotipo y el

ambiente.

Como sabemos, a partir del andlisis de la varianza podemos detectar la
presencia o no de interaccion mediante la F de Snedecor correspondiente a
esta fuente de wvariacion. Sin embargo, una vez detectada, no la
interpretamos, nos limitamos a seleccionar los genotipos con mayores

valores medios, sin tener en cuenta su grado de estabilidad.

Los modelos AMMI al permitir una representaciéon Biplot de filas
(genotipos) y columnas (ambientes); dan la posibilidad de estudiar el grado

de estabilidad de los genotipos al ser probados en diferentes ambientes.

Existen otras formas de hacer referencia a este tipo de modelos con término
multiplicativo en la interaccién y efectos principales aditivos (modelos
AMMI); asi por ejemplo, GABRIEL (1978) y DENIS (1991) lo denominan
modelos bilineales; por otra parte, DENIS y GOWER (1992, 1994) lo

llaman modelos biaditivos.

En este capitulo daremos una explicacion rigurosa de estos modelos, e
incorporamos un modelo de tipo externo; la técnica de Regresion Factorial
en Rango Reducido (IZENMAN (1975); TER BRAAK (1994)). Sera
utilizada para explicar la matriz de residuales de interaccion de segundo
orden a partir de una matriz de variables externas medidas sobre las

categorias de uno de los factores de variacion considerados.
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2.1.2 MODELOS AMMI. FUNDAMENTO TEORICO

Como sabemos el modelo lineal al que se ajustan los datos experimentales
en un arreglo bifactorial bajo un Disefio Completamente Aleatorizado es

de la forma:
E(yij) =p+oi+Bj+(aB)y =11 j=1.J k=1.K

siendo:

I: n° de niveles del primer factor

J: n° de niveles del segundo factor

K: n° de observaciones por tratamiento o combinaciones de niveles

yiik: k €ésima observacion correspondiente a la combinacion de niveles ij

%2 Pj - efectos principales para filas y columnas respectivamente.

(ap); : efecto interaccion.

Sabemos ademas que el estimador minimo cuadratico correspondiente a la

interaccion se calcula de la forma:
AN
(aB)i=vyi. - ¥i. - ¥ +VY.

En la literatura se presentan modelos en los que se trata de explicar la
interacciéon a partir de términos multiplicativos; en dichos términos
aparecen como factores los efectos principales asociados a filas, columnas
o ambas fuentes de variacidon. Sin embargo, en muchos casos resulta
imposible modelar la interaccion a partir de estos términos, por la

complejidad de la misma.
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Estos modelos han sido desarrollados para el caso de una observacion por
celda, es decir no tenemos repeticiones que permitan controlar la
variabilidad dentro de la celda, y por tanto no es posible estimar el error

experimental.

TUKEY (1949) fue el primer investigador que propuso un modelo para el
analisis de la interaccion en experimentos de dos vias, para disefios no

replicados.

El modelo propuesto es de la forma:

yij=H+oj+Bj+raiBj+ej

donde aiB; es el producto de los efectos principales y A un coeficiente de

regresion. Contrastar la hipdtesis sobre A =0 serd equivalente a un test de
hipotesis para contrastar que el producto de los efectos no contribuye a la

prediccion de yj; .

Luego, su finalidad es distinguir entre el modelo aditivo (solo incluye los

efectos principales) y el modelo que contempla un término de interaccion.

Para detalles sobre contraste y software estadistico utilizado para ajustar

este modelo, consultar MILLIKEN y JOHNSON (1989).

Otro tipo de modelos con término multiplicativo muy utilizado para
describir la interaccion en tablas de dos vias, son los Modelos de Regresion

sobre la media (YATES y COCHRAN (1938); MANDEL (1961)), los

cuales se definen de la siguiente forma:
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A A
Yij=H+aj+PBj+AyiB; (aB)jj = AriBj Regresion para filas

A A
Yij=n+aj+ Bj + Mxiyj (aB)ij =l ' Regresion para columnas

Como su nombre lo indica, se estiman los valores de y; a partir de las

regresiones de los efectos principales en la variable dependiente.

Consideramos oportuno sefialar que en el contexto del Andlisis de
Interaccion Genotipo-Ambiente, los modelos de Mandel son también
conocidos como Modelos de Finlay y Wilkinson (FINLAY vy
WILKINSON (1963)).

Noétese que en los modelos anteriores la interaccion es forzada a tener
caracteristicas muy especificas, por tanto puede darse el caso de que la
descomposicion en términos multiplicativos no sea suficiente para explicar

la variabilidad asociada a la interaccion.

En los modelos AMMI - GOLLOB (1968) Efecto Interaccion
Multiplitativo y Efectos Principales Aditivos-, se combinan las técnicas de
Andlisis de Varianza y Analisis de Componentes Principales. Se introducen
al modelo tantos términos multiplicativos como sean necesarios para

explicar la variabilidad de la interaccion.

GABRIEL (1978) muestra la conexion entre el ajuste minimo cuadratico de
un modelo multiplicativo y la descomposicion en valores singulares de una

matriz. (CORNELIUS et al (1996)).
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El método consiste en hacer la descomposicion en valores singulares de la
matriz Z de orden IxJ formada por los estimadores de las interacciones en

el modelo anterior.

Z= (Zij) = (OLB)U‘ =Y Ty oYty
Al realizar la descomposicion en valores singulares de Z nos queda:
A M
zij = (aB)ij = 2 AmUmiVmj
m=1

siendo M el rango de Z.

Llamaremos modelo AMMI de orden M a la expresion:

M
AMMIy; @ E(yj) =R+04 +Bj+ 2 AmUniVim;

m=1

donde:

Am: corresponde al valor singular de orden m de Z’Z
Un,;: coordenada i-ésima del vector singular de ZZ" asociado a A,

Vmj: coordenada j-ésima del vector singular de Z’Z asociado a A,

De esta forma podemos representar las filas (genotipos) y columnas
(ambientes) en un subespacio de dimension M en el que las proximidades
entre genotipos van a indicar que interactian de manera similar con el

ambiente.
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Asi, los genotipos que se ubican cerca del origen de coordenadas seran los
mas estables, es decir, los que interactian poco con el ambiente. Por otra
parte aquellos genotipos que se alejan del origen seran los mas inestables;
tendran altos rendimientos solamente en aquellos ambientes préximos a

ellos en la representacion.

Nuevamente, al estar en presencia de una técnica en la que se realiza una
descomposicion en valores singulares, surge la problematica de cuéntos

ejes elegir.
Si consideramos un solo factor el modelo sera:

AMMI, @ E(yjjk) = B+ 0 + B+ Ajugvy;
con dos factores:

AMMIz . E(YIJk) =u+a;+ BJ + Xluhvlj + 7b2u2iV2j

y asi sucesivamente. (GAUCH y ZOBEL (1989) ; MILLIKEN vy
JOHNSON (1989)).

(, Qué modelo es el mas adecuado?. ;Cuantos términos multiplicativos

deben ser incluidos en el modelo?.

Para dar respuesta a estas interrogantes, se realiza la descomposicion de la
suma de cuadrados de la interaccion asociada al andlisis de varianza para

un modelo bifactorial. (VAN EEUWIJK (1995 a)), en la forma siguiente:
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F.V G.L S.C
INT GxA I-DHA-1)
KYAf

AMMI (1-1)+(J-1)-1

1 Ka?
AMMI I-1)+(J-1)-3

’ KA3
AMMI (I-1)+(J-1)-2L-1

. KA

Tabla 2.1.: Descomposicion de la suma de cuadrados de la interaccion.
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Para conocer si un modelo con G términos multiplicativos es valido, se

realiza el ANOVA, utilizando como variabilidad total la correspondiente a

la interaccion, se determina el residual de la interaccion asociada a la parte

de la variabilidad total (interaccion) que no es explicada por los G términos

multiplicativos, y se calcula la F de Snedecor correspondiente (tabla 2.2):

F.V G.L S.C CM F
INT GxA (I-DH{J-1) 2
KY A
AMMI, (I-1H)+(J-1)-1 )
KAj
AMMI, (I-1)+J-1)-3 2
KA>
AMMIq (I-1)+(J-1)-2L-1 mz S.C/G.L C.M.AMMI;/C.M.Res
G
residual Por diferencia Por Dif. C.M.Res

Tabla 2.2: ANOVA para la seleccion del nimero de términos multiplicativos.

Si la F de Snedecor es significativa, se incluye el término multiplicativo

asociado a }\’G, y se pasa a analizar el término G+1. En caso contrario se

elimina y no se contintia el analisis debido a la relacion de orden existente

entre los valores singulares.

MILLIKEN y JOHNSON (1989) dan un procedimiento para seleccionar el

numero de términos multiplicativos dptimo; para el caso de experimentos
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no replicados. Difiere del método anterior por el hecho de que en este caso,
al no tener réplicas, no es posible estimar 6°. Se ofrecen por tanto tablas

con los valores criticos necesarios para contrastar las hipotesis (A;=0).

Una vez definido el nimero de ejes a retener tendremos los marcadores
asociados a los genotipos y los marcadores asociados a los ambientes,
representados en un subespacio de dimension igual a la cantidad de ejes
retenidos.

Q 2

L

5 ¥100%
2 hm

Bondad de ajuste: ~ m=1

siendo Q el nimero de términos multiplicativos incluidos en el modelo.

2.1.3 TABLAS INCOMPLETAS E INCUMPLIMIENTO DE
HIPOTESIS DE BASE DEL MODELO

En los modelos AMMI el tratamiento para datos faltantes es similar al
utilizado en el Andlisis de Varianza, recordemos que en estos modelos,
estimamos la matriz de residuales de interaccion a partir del Anélisis de
Varianza Bifactorial y una vez estimada, se realiza la descomposicion en
valores y vectores singulares (Biplot) de la misma. Por tanto todas las
técnicas conocidas para estimar los pardmetros de un modelo lineal en

tablas incompletas, son validos en este contexto.

En el contexto del Analisis de Interaccion Genotipo- Ambiente puede darse
el caso de que algunas variedades no hayan sido probadas en determinadas

localidades (afios). Igualmente podemos estar en presencia de disefos
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desbalanceados (observaciones perdidas). En tal caso, la estimacion de los
parametros del modelo se realiza a partir de los minimos cuadrados
alternados ((GABRIEL y ZAMIR (1979); DENIS (1991); VAN EEUWIJK
(1995¢)).

Otro tratamiento del problema puede ser mediante el uso de modelos
mixtos (SEARLE (1971); es decir considerando efectos fijos y efectos
aleatorios. En tal caso ajustamos el modelo mixto a la tabla incompleta y
seguidamente calculamos en la tabla completa el mejor estimador
insesgado. (VAN EEUWIJK (1995a). Los parametros se estiman a partir
del método de maxima verosimilitud de los residuos ((PATTERSON vy
THOMPSON (1971); SEARLE et al (1992)).

Otra situacidon que puede presentarse se refiere a la violacion de las
hipdtesis de base del Modelo Lineal, recordemos que en un Anélisis de
Varianza asumimos que los errores siguen una distribucion normal, con
varianza constante entre tratamientos y aditividad de efectos. En la
practica, cuando la variable dependiente es de naturaleza continua, nos
protegemos de la violacion de los supuestos del modelo; sin embargo en
ocasiones trabajamos con otro tipo de variables, por ejemplo, incidencia de
enfermedades o variables de conteo, de las cuales sabemos que no siguen

una distribucion normal.

Para solucionar este problema, con frecuencia realizamos un cambio de
escala o transformacion a los datos; sin embargo en ocasiones esto no
resuelve. Asi por ejemplo, MCCULLAGH y NELDER (1991) plantean que
para datos discretos donde el error sigue una distribucion de Poisson, los
12

efectos sistematicos son multiplicativos. En tal caso, la transformacion Y

- 23 . , .
da varianza constante, la transformacién Y~ nos da simetria o normalidad
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y la transformacion log(Y) produce aditividad en los efectos sistematicos.
Es por ello que una simple transformacion no resuelve simultaneamente

todos los supuestos del modelo.

Con los Modelos Lineales Generalizados podemos resolver este problema,
ya que en los mismos las hipotesis de normalidad y homogeneidad de
varianzas no son supuestos; solamente es necesario conocer la relacion
existente entre media y varianza en los datos (MCCULLAGH y NELDER
(1991)).

Aplicando el Modelo Lineal Generalizado en el contexto de los AMMI,
(VAN EEUWIJK (1995¢)) se refiere a los modelos GAMMI (AMMI
Generalizado). En tal sentido plantea que un AMMI no es méas que un
GAMMI con funcioén link identidad y varianza constante. En su trabajo da

un ejemplo para modelos logit.

2.1.4 APLICACION A DATOS REALES

Usaremos unos datos en el que se evalua el nimero de tubérculos por
planta de 10 variedades de patata (dadas en el capitulo anterior) durante
tres campanas (1989-1990, 1990-1991 1991-1992). Se utiliza un disefio
Completamente Aleatorizado bajo un arreglo bifactorial, con tres
observaciones por combinaciones de niveles de cada factor. Se presentan

los valores medios de 10 plantas.

Este experimento forma parte de un programa de mejoramiento
desarrollado en Cuba; precisamente los genotipos del 1-7 han sido
obtenidos dentro del programa de mejora, se trata de estudiar su estabilidad

al ser probados durante tres periodos consecutivos.



Los métodos Biplot como herramienta de andlisis de interaccion de segundo orden 59

En el experimento se utilizan tres variedades controles ya establecidas:
(Spunta, Desire¢ y Red-Pontiac). Precisamente varios de los genotipos que
estan siendo probados, presentan como progenitores alguna de estas
variedades controles.

Como puede verse en la tabla 2.3, los genotipos se identifican mediante
tres nimeros, el primero se refiere al nimero del cruce, el segundo
corresponde al nimero del clon y el tercero representa el afio en que se

obtuvo. Notese que son todos de 1985.

Genl/afio 89-90 90-91 91-92
6.7 9.0 8.6
3-1-85 (g1) 6.0 8.6 10
6.6 7.6 7.5
9.8 5.9 7.0
3-87-85 (g2) 8.2 4.8 6.3
9.9 5.8 114
11.5 7.2 9.6
6-5-85 (g3) 7.6 6.4 11.1
4.5 8.7 13
5.6 6.1 10.2
6-48-85 (g4) 4.5 5.7 8.1
6.6 4.4 11.3
6.5 9.4 12.2
6-126-85 (g5) 5.8 7.3 12
4.4 8.0 12.3
7.1 8.5 9.8
6-423-85 (g6) 7.7 7.6 8.4
8.9 8.3 10.6
4.3 9.3 12.5
6-453-85 (g7) 6.5 5.8 11.3
7.5 9.4 12.9
4.8 7.2 8.6
Spunta (g8) 5.6 7.9 9.0
5.2 6.0 7.3
7.9 7.6 134
Desiree (g9) 6.8 5.3 12.2
4.0 7.7 10.3
5.0 4.3 8.0
RedPont. (g10) 4.6 5.9 6.5
6.3 6.5 4.7

Tabla 2.3.: Matriz de datos.

El primer paso es efectuar el contraste que nos permita detectar la presencia

de interaccion de segundo orden:
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F.V G.L S.C CM F
genotipo 9 86.28 9.59 4.84%*
ambiente 2 191.43 95.72 48.28%*
interaccion 18 110.64 6.15 3.10%*
error 60 118.94 1.98

total 89 507.29

p<0.05

El Analisis de la Varianza efectuado pone de manifiesto que existe una
interaccion Genotipo-Ambiente altamente significativa; se justifica por

tanto el uso de los modelos AMMI.

El segundo paso es analizar cual es el modelo mas adecuado para describir
la interaccion. Para ello calculamos la matriz de valores residuales o

interacciones calculados a partir de los estimadores minimo cuadraticos:

(012 132 -1.18]
292 —141 —148
031 —-065 035

~0.09 —077 0.88
~1.80 034 147
065 035 —0.98
~1.44 009 1.36
~035 095 -058
~0.83 -073 1.57
084 057 —139

Z= (OZ\B)ij =

Antes de ajustar el modelo AMMI, ajustaremos uno de los modelos
internos mencionados anteriormente, el cual ha sido muy aplicado en el
analisis de la interaccion Genotipo-Ambiente, nos referimos al modelo de
Finlay y Wilkinson. Se hara posteriormente un estudio comparativo.

Modelo de Finlay y Wilkinson:
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Yik = U+ Q +YiBj + Cix
A

Los Yi se obtienen a partir de regresiones de los valores de y;; en B;.

vi = 2.(¥i. _Y.j.)/Zsz
] J

: 2
Genotipo Constante Coef. (1) R

gl 7.84 0.49 0.69 n.s
g2 7.67 0.13 0.01 n.s
g3 8.84 1.17 0.95 n.s
g4 6.94 1.44 0.97 n.s
g5 8.65 1.84 0.92 n.s
g6 8.54 0.53 1.00 **
g7 8.83 1.76 0.95 n.s
g8 6.84 0.79 0.76 n.s
29 8.35 1.82 (0.99 **
g10 5.75 0.33 0.99 **

Tabla 2.4.: Modelos de regresion ajustados.

Para clasificar los genotipos en estables e inestables representamos en un

eje de coordenadas los respectivos Yi y los valores de rendimiento relativo

(yi.ly.y.
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Genotipo V. V. /Y... v
gl 7.84 1.00 0.49
g2 7.67 0.97 0.13
g3 8.84 1.12 1.17
g4 6.94 0.88 1.44
g5 8.65 1.10 1.84
g6 8.54 1.09 0.53
g7 8.83 1.12 1.76
g8 6.84 0.87 0.79
29 8.35 1.06 1.82
210 5.75 0.73 0.33

Tabla 2.5.: Coordenadas para los genotipos.

Hacemos algo similar para los ambientes:

Ambiente \a Y ly. 4
B
al 6.54 0.83 -1.19
2 7.07 0.90 -0.76
3 9.87 1.26 2.00

Tabla 2.6.: Coordenadas para los ambientes.
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A continuacidon mostramos una representacion conjunta de genotipos y

anos. Para los genotipos las coordenadas serdn (y;/y. , Vi) y para los afios

las coordenadas seran (y;/y._, B J).

De manera que el eje 1 ubicara los puntos teniendo en cuenta su valor

relativo en la variable analizada, en este caso (# de tubérculos/planta);

mientras que el eje 2 sera una medida de la estabilidad.
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Figura 2.1.: Representacion simultanea de genotipos y ambientes.

En la figura 2.1, los genotipos que se ubican dentro de la banda azul,
presentan un comportamiento estable (los coeficientes de regresion oscilan
entre —1 y 1), las de la parte derecha de la banda serdn estables con altos
valores de numero de tubérculos por planta (6-423-85), mientras que las de
la parte izquierda de la banda, tienen un comportamiento estable pero con
valores bajos valores (3-1-85, 3-87-85, Spunta y Red Pontiac). En ambos
cuadrantes superiores se encuentran las variedades que presentan altos
valores de # de tubérculos en ambientes buenos, y muy malos en ambientes
malos, en la parte derecha las de mayor nimero de tubérculos (6-5-85, 6-
126-85, 6-453-85 y Desiree). Finalmente en ambos cuadrantes inferiores se
encuentran las variedades que tienen buen comportamiento en ambientes
desfavorables y muy malo en ambientes favorables, en nuestro caso

ninguna.
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Notese que en la representacion grafica se han representado ademas los
ambientes, ello permite realizar una interpretacion en términos de

proyeccion.

No obstante queremos destacar la poca validez de estas conclusiones
debido a los valores de R tan bajos que se han obtenido. Ello indica que en
nuestros datos, la interaccion tiene una estructura mucho mas compleja,

imposible de modelar con un solo término multiplicativo.

Ajustemos ahora un modelo AMMI a nuestros datos y comparemos con lo

obtenido por el modelo anterior.

Consideramos nuevamente la matriz Z de residuales de interaccion del

modelo

Al realizar la descomposicion en valores singulares de Z obtenemos los

siguientes valores singulares distintos de cero:

A, =5.178 A, =3.164

Por tanto, la descomposicion de la suma de cuadrados de la interaccion

sera:
F.V G.L S.C
Interaccion 18 110.64
AMMI, 10 80,44
AMMI, 8 30.20

Tabla 2.7.: Descomposicion de la suma de cuadrados de la interaccion.
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Calculemos las contribuciones para identificar los genotipos y ambientes

bien representados en el Biplot: (Ver tablas 2.8 y 2.9 respectivamente).

Factor 1 Factor 2

gl 119 891
g2 830 170
93 2 998
g4 265 735
g5 991 9

g6 823 177
g7 1000 0

g8 3 997
g9 708 292
g10 773 227

Tabla 2.8.: Contribuciones relativas del factor al elemento filas.

Factor 1 Factor 2
al 924 76
a2 18 982
a3 847 153

Tabla 2.9.: Contribuciones relativas del factor al elemento columnas.

De las tablas 2.8 y 2.9, concluimos diciendo con una representacion plana

practicamente todos los genotipos y ambientes quedan bien representados.

El eje 1 esta determinado por los genotipos 3-87-85, 6-126-85, 6-423-85,

6-453-85, Desiree y Red Pontiac, en su comportamiento en las campafias
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1989-1990 y 1991-1992. Ello es debido a que son los genotipos y

ambientes con mayores contribuciones relativas en el primer eje factorial.

El eje 2 por su parte estd relacionado con las variedades 1,3,4 y 8 en su

comportamiento en la campafia 1990-1991.
Seguidamente mostramos las matrices A y B de marcadores asociadas a los
genotipos y ambientes, respectivamente; las cuales nos permiten posicionar

los genotipos y ambientes en el plano (ver figura 2.2).

Matrices de marcadores (JK-Biplot):

[ 0398  1.086 |
2.117  —=0.959
0.025 —0.521
~0.393 -0.655
A_| 1525 0141
0.726  0.336
~1.292 —-0.039
0.042  0.759 1.134  —0.532
~1.053 -0.676 B=|-0.103 1.247
| 0987 0535 | ~1.025 -0.714
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3k 90-91 il
25F -
2 - -
3-1-85
+
15} -
+
1+ SPUNTA -
+ REDPONT.
05F + 6-423-85 -
+6-126-85
0 F
6-453-85
05F -
+
a1k 6-5-85 i
89-90 * 4
-15F -
91-9 3-87-85
2 -1 0 1 2 3

Figura 2.2.: Representacion Biplot.

Como estamos realizando un Biplot a la matriz de residuales de interaccion
del modelo, los genotipos proximos al origen de coordenadas seran los que
tendran un comportamiento mas estable al ser probados en los distintos
ambientes, de igual forma aquellos con posiciones extremas, seran los

responsables de la interaccion altamente significativa detectada en los datos

Como se aprecia en la figura 2.2, los genotipos mas inestables son: 3-1-85,
3-87-85, 6-126-85 y 6-453-85. El primer eje contrapone los genotipos 6-
126-85 y 6-453-85 del genotipo 3-87-85; los dos primeros se caracterizan
por presentar mayor numero de tubérculos en las condiciones de la
campana 91-92, de igual forma estos dos genotipos interactian de manera
negativa en las condiciones de la campainia 89-90. El genotipo 3-87-85 se
comporta de forma totalmente contraria a los genotipos 6-126-85 y 6-453-

85; es decir, interactia de manera positiva en las condiciones de la
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campana 89-90 y de forma negativa en las condiciones de la campafia 91-

92.

El eje 2 destaca la interaccion positiva de los genotipos 3-1-85 y Spunta

fundamentalmente, en la campafia 1990-1991.

Recordemos ademds que proximidades entre genotipos en el grafico Biplot
indica que interactian de manera similar con el ambiente, en ningiin caso
es indicativo de que presentan similar comportamiento en la variable

dependiente analizada.

Podemos concluir diciendo que con la aplicacion de los modelos AMMI, se
introducen las representaciones Biplot y con ello se logra una clasificacion
de los genotipos mucho mas completa. En este caso se ha logrado con una
representacion plana explicar el 100% de la variabilidad de la
interaccion; siendo por tanto los resultados mucho mas fiables que los

obtenidos a partir de la aplicacion del modelo de Finlay y Wilkinson.

Podemos destacar que con la aplicacion del modelo de Finlay y Wilkinson
a nuestros datos se llegan incluso a obtener resultados completamente
falsos como lo es la estabilidad del genotipo 2. Ello por supuesto es debido
al ajuste tan malo que se produjo en la recta de regresion correspondiente a

este genotipo (ver tabla 2.4).

Los modelos AMMI al permitir incorporar al modelo tantos términos como
sean necesarios, evita llegar a conclusiones erroneas sobre la estabilidad de

los genotipos.
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2.2 REGRESION EN RANGO REDUCIDO

2.2.1 INTRODUCCION

Con este método al igual que en los modelos AMMI, se permite hacer una
representacion Biplot de filas y columnas de la matriz, con la diferencia de
que ahora se puede incorporar informacién de variables externas, las cuales
pueden ser medidas bien sobre las filas o bien sobre las columnas. En otras
palabras, trataremos de explicar la matriz Z asociada a las interacciones a

traves de una matriz de variables externas.

En este caso, a diferencia del Analisis de Regresién Multiple, en lugar de
tener una variable dependiente, se trata de explicar la informacion
contenida en una matriz. El objetivo es ajustar un modelo donde, tanto la
parte a explicar como la parte explicativa, son matrices. (Modelo de
Regresion Lineal Multivariante (MARDIA et al (1979)).

Cuando estimamos los parametros del modelo a partir de técnicas de
regresion maltiple y técnicas de reduccion de dimensionalidad, estamos en
presencia de un Modelo de Regresion Factorial en Rango Reducido
(IZENMAN (1975)), este método es tambien conocido con el nombre de
Analisis de Componentes Principales para variables instrumentales (RAO
(1964); ROBERTS y ESCOUFIER (1976)); mientras que otros autores la
identifican como Anaélisis de Redundancia (VAN DEN WOLLENBERG
(1977); ISRAELS (1984) ; VAN DER BURG y DE LEEUW (1990)).
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Este tipo de técnica ha sido utilizada por CARDENAS (2000) en el
contexto de los Modelos Lineales Generalizados, en su caso trabaja con

variables con distribuciones de la familia exponencial.

Incorporar variables externas es muy importante en la interpretacion de la
interaccidén ya que podemos identificar caracteristicas propias de filas o

columnas, causantes de la misma.

2.2.2 FUNDAMENTO TEORICO

Recordemos que Z es una matriz de orden IxJ en la que aparece en la

posicion ij el valor (@B);j asociado al estimador de la interaccion en el

modelo lineal general.

Supongamos que tenemos otra matriz X de informacién externa que puede
ser de orden IXH o JxH, siendo H el nimero de variables externas
consideradas para explicar la interaccidn. Estaremos en la primera situacion
cuando las variables externas son medidas sobre los genotipos, y nos
encontraremos en el segundo caso cuando son variables externas

ambientales.

Para ejemplificar, supongamos que estamos en el segundo caso, es decir la
matriz X, es de orden JxH, o sea, son variables externas relacionadas con el
ambiente.

Tenemos por tanto dos matrices:
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Z=|, (aﬁ)ij

IXJ : JxH

Xpj representa el valor que toma para el ambiente j la variable h.

¢Como relacionar ambas matrices?., Como explicar Z a partir de la

informacion suministrada por X?.

Tenemos que ajustar por tanto un modelo de regresion lineal multivariante
(MARDIA et al (1979)), el cual difiere del ya conocido modelo de
regresion lineal maltiple por el hecho de que ahora tanto la parte a explicar

como la parte explicativa son matrices.

El problema se traduce en trabajar con el siguiente modelo :

7= XM +E 1)

M representa la matriz de coeficientes del modelo y es de orden HxI

Factorizando M como M=CA"’ y sustituyendo en (1), nos queda:

2’= XCA’ + E

El cual se conoce como Modelo de Regresion en Rango reducido,
(IZENMAN (1975) ; DAVIES y TSO (1982)).
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Se puede escribir también como:
Z’=BA’+E donde B=XC

El cual es un modelo factorial en el que los factores son combinaciones

lineales de las variables regresoras.

Luego, el problema se traduce en realizar un A.C.P (Biplot) a la matriz 7
formada por los valores ajustados a partir de modelos de regresién lineal
multiple que se realizan para cada una de las columnas de Z’ (TER
BRAAK (1994)), es decir se van a ajustar tantos modelos como filas

(genotipos) se estén considerando.

7'=X(X'X)1x'Z2

Para el genotipo 1 la variable dependiente sera la primera columna de Z°, y
las variables independientes seran las columnas de la matriz X; para el
genotipo 2 la variable dependiente serd la segunda columna de Z’, e
igualmente se toman las columnas de X como variables independientes, y

asi sucesivamente hasta llegar al genotipo I.

Una vez obtenidos los modelos de regresion se calculan los valores de Z y
realizamos el ACP (Biplot) correspondiente. Se van a obtener nuevas
variables o factores que cumplen con la condicién de ser combinaciones

lineales de las variables originales
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Luego, si R es el rango de Z, al realizar su descomposicion en valores

singulares, vamos a tener las siguientes dimensiones en las matrices

estimadas:
( . \
C= . Chr . .
° HxR
Ao : B=]|. bjr .
. arl . .
. RxI - R

En la terminologia del biplot en b; van a estar los marcadores para las
columnas (ambientes), en a,; van a estar los marcadores filas (genotipos),
mientras que en c, Se encuentran los marcadores para las variables

ambientales, o lo que es lo mismo,

H

Chr X hj bjr = 2 ChrXnj
1 ya que h=1 (2)

R A '
L'~71 = Zxrari
r=1 h

Mz

A AN
donde A representa el valor singular de ordenr de Z.
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VAN
Utilizamos el simbolo de aproximacién debido a que Zii = (@Pij g

estimada por Zii; no estamos trabajando directamente con los valores de

Z.

En la practica, al realizar la descomposicion en valores singulares de Z,
vamos a obtener directamente los valores de a;; y b, no ocurriendo asi con

los valores de ¢y, .

Estamos en presencia de un Biplot con informacion externa (BLAZQUEZ
(1998)); noétese que los marcadores para las columnas (bj), son

combinaciones lineales de las variables ambientales.

Para obtener los marcadores para las variables ambientales, debemos hacer
uso de la ecuacion (2), y por tanto ajustar las rectas de regresion

correspondiente, sabiendo que la matriz B contiene los vectores propios de

77

Aplicando estos resultados; el modelo lineal para un arreglo bifactorial nos

queda:

R. H
E(Yij) =p+ai+Bj+ 2 Aan 2 ChXp;

r=1 h=1
Finalmente hemos llegado a un modelo que permite realizar una
representacion biplot de tres marcadores: genotipo, ambiente y variables
externas medidas sobre los ambientes. En este caso, al igual que en los
modelos AMMI, podemos seleccionar el nimero de factores necesarios

para la representacion a partir de la descomposicion de la suma de
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cuadrados para la interaccion; lo Unico que varia son los grados de libertad
para los distintos modelos, los cuales seran 1+H- 2r. (VAN EEUWIIK
(1995 a)).

Bondad de ajuste.

GABRIEL (1978) plantea que en los modelos de rango reducido se realiza
un doble ajuste, primero cuando estimamos los valores de Z a partir de las

regresiones multiples, este 1% ajuste lo denomina lineal; y luego realizamos

la descomposicion en valores singulares de la matriz Z', el cual denomina
un ajuste bilineal, es por ello que denomina esta técnica en su trabajo con el
nombre de aproximacién minimo cuadratica de matrices por modelos

aditivos y multiplicativos:

En el 1* ajuste sabemos que partimos de la suma de cuadrados asociada a

la interaccion:
2 M 2
S.C.Int=K32 > (zjj))” = K X Ay, = Inercia Total
(I m=1

¢ Qué parte de la suma de cuadrados asociada a Z (interaccion), explicamos

con Z'al ajustar los modelos de regresiones multiples correspondientes.?

R .
S.C.asociadaa Z'= KZZZ% =KY A2
I r=1

Por tanto, el porcentaje de inercia de la suma de cuadrados de la interaccion

explicada en el ajuste lineal (1% ajuste) es de:
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R T2

ZZZU 27»
L ~100% = M .100%

Z; 2

ZZ i 722

lL.E primer ajuste —

siendo M y R el rango de las matrices Z y 7 respectivamente.

Al realizar el ajuste bilineal, es decir la descomposicion en valores

singulares de 7', nos preguntamos:
¢Qué parte de la I.E por el primer ajuste es absorbida en el segundo ajuste?.

Sabemos que la inercia explicada al realizar la descomposicion en valores

singulares de Z' es:

Q
“2
Z
I-Esegundo ajuste — .100%

R
siendo Q el nimero de ejes retenidos en el Biplot.

Por tanto la parte de la inercia absorbida por el primer ajuste que es

explicada en el segundo ajuste sera:
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Q
2
2. Mg

qMLJOO% = Inercia total absorbida

> A
m=1
Por tanto, si la inercia explicada por el primer ajuste es baja, es decir si las
variables regresoras estan poco relacionadas con las variables dependientes,
R .
o | Zht
el método deja de ser efectivo ya que r=1 serd muy pequefo en
M Q .
2 2
zlm z}”q
comparacion con m=1 'y por tanto lo serd mas aun 9d=1

2.2.3 APLICACION PRACTICA
Apliquemos a nuestros datos el modelo de regresion en rango reducido.

Partimos de nuevo de la matriz Z de valores residuales:

-012 292 031 -0.09 -180 0.65 -144 -035 -0.83 0.84
Z'=| 132 -141 -065 -0.77 034 035 0.09 095 -0.73 0.57
-1.18 -148 035 088 147 -098 136 -0.58 157 -1.39

Trataremos de explicar estas interacciones a partir de una matriz de
variables ambientales (X). Para ello utilizamos la cantidad de mm® de agua
caidos (precipitaciones) durante los meses de Enero y Marzo, en cada uno

de los periodos analizados.
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8.8 45.7
X=|31.6 95
136 70.9

La primera columna de X se refiere a los mm?® de lluvia caidos en el mes de
Enero (inicio siembra); mientras que la segunda columna de X se refiere a
los mm® de lluvia caidos en el mes de Marzo (etapa cosecha).

Trabajaremos con la matriz X estandarizada por columnas.

~0.737  0.119
X, =|-0.401 -1.054
1138 0.935

El primer paso es calcular la matriz Z formada por los valores estimados
de las regresiones de Z’ en X. Ajustamos 10 modelos de regresion lineal
multiple, uno para cada columna de Z’. En cada uno de ellos las variables

independientes van a ser las columnas de X.

Genotipo Modelo

1 Z,=-0.027pE-1.236pM
Z,=-3.515pE+2.689pM
Z3=-0.298pE+2.689pM
Z2,=0.2360pE+0.647pM
Z5=2.2570pE-1.178pM
Z5=-0.872pE+0.006pM
Z7;=1.8330pE-0.779pM
Z5=0.3200pE-1.017pM
Z4=1.7110pE-0.250pM
Z40=-1.147pE-0.098pM

©| O N| o Of | WO N
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donde,
pE: precipitaciones en el mes de Enero

pM: precipitaciones en el mes de Marzo

El proximo paso es ajustar cada columna de Z’ utilizando el modelo
correspondiente a cada caso. En nuestro ejemplo particular esto no es
necesario porque todos los modelos anteriores son exactos, debido a que
son modelos con tres observaciones Yy dos variables independientes (no

tenemos grados de libertad en el error).

Por tanto en este ejemplo particular Z coincide con Z’. En tal caso solo
necesitamos calcular los coeficientes para las variables ambientales que
permitan representarlas en el Biplot. Las matrices de marcadores A
(genotipos) y B (ambientes), coinciden con las anteriores.

Recordemos que para encontrar los coeficientes para las variables externas,

se deben hacer las regresiones de cada columna de B en X.

~0.737  0.119 1.134  —0.532
X =|—0.401 —1.054 B=|-0.103 1.247
1138 0.935 ~1.025 -0.714

Primer eje:  Y=-1.432pE+0.644pM
Segundo eje: Y= 0.501pE-1.373pM

Por tanto la matriz de marcadores C correspondiente a las variables

ambientales sera:



Los métodos Biplot como herramienta de andlisis de interaccion de segundo orden

25

15

0.5

-0.5

-15

-1.432 0.501
0.644 -1.373
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+
+
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+6-126-85
+
6-453-85
+
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6-48-85
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919 pM 3-87-85
2 1 0 1 2 3

Figura 2.3.: Biplot con variables externas.
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Al analizar la figura 2.3, podemos decir que los genotipos 6-126-85 y 6-

453-85 interactlian positivamente en la campafia 1991-1992, es decir, altas

precipitaciones en el mes de Enero. Podemos decir ademas que el genotipo

3-87-85 no necesita de excesiva lluvia durante el mes de Enero para

presentar un valor elevado de nimero de tubérculos por planta durante la

campafia 1989-1990.

En cuanto al segundo eje podemos decir que el genotipo 3-87-85 reacciona

favorablemente a las altas precipitaciones presentadas en la camparia 1989-

1990 durante el mes de Marzo, contrario al genotipo 3-1-85 el cual

reacciona favorablemente en la campafia 1991-1992, caracterizada por

bajas precipitaciones en el mes de Marzo.
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Finalmente concluimos diciendo que con la incorporacién de variables
externas hemos dado una interpretacion mucho mas completa de la

interaccién Genotipo-Ambiente.

Recordemos que en nuestro caso hemos utilizado variables externas
medidas sobre los ambientes; de igual forma pudo haberse utilizado
variables externas medidas sobre los genotipos, e incluso medidas sobre

ambas fuentes de variacion.
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LOS METODOS BIPLOT COMO
HERRAMIENTA DE ANALISIS
DE INTERACCION DE
ORDEN SUPERIOR
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3.1 INTRODUCCION

Como hemos visto en el capitulo anterior, cuando tenemos solamente dos
factores de variacion, la descomposicion en valores singulares de la matriz
de residuales de interacciébn Z, nos permite explicar la interaccion de
segundo orden a partir de los modelos AMMI y poner de manifiesto en la
representacion Biplot correspondiente qué genotipos interactian mas con el

ambiente.

Cuando involucramos tres factores de variacion, se incorpora al modelo un
término de interaccidon de tercer orden; determinado por una combinacion
de niveles de cada factor. Es decir, si tenemos I niveles en el primer factor,
J niveles en el segundo factor y K niveles en el tercer factor, los
estimadores correspondiente a las interacciones triples van a estar incluidos

en K matrices de orden IxJ.

En tal caso no es posible aplicar la descomposicion en valores singulares
clasica, ya que requeriria convertir varias matrices de datos en una sola
matriz, colapsando en uno de los modos o bien fijando uno de ellos; pero
en cualquier caso seria imposible estudiar la interaccion de orden tres.
Necesitamos por tanto obtener una generalizacion de este concepto a varias

matrices de datos.

En otras palabras, si nuestro objetivo es reducir dimension, y estamos
trabajando con tablas de tres vias, necesitamos hacer una generalizacion de
las técnicas anteriormente descritas que permita integrar la informacion de

varias matrices de datos.
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Los primeros trabajos de integracion de matrices se dan con el Analisis
Canonico (HOTELLING (1936)); es una técnica que consiste en buscar
relaciones entre dos conjuntos de variables a partir de ejes candnicos. La
extension a mas de dos conjuntos de variables se conoce mas tarde como
Analisis Canoénico Generalizado (CARROLL (1968); KETTENRING
(1971)).

Actualmente los trabajos de integracion de matrices quedan recogidos en
dos vertientes fundamentales: los métodos franceses y los métodos

anglosajones.

En los métodos franceses el estudio se divide en tres etapas fundamentales:

1) Anadlisis de la interestructura, que consiste en la comparacion global
de las matrices originales.

2) Busqueda de una matriz consenso o compromiso construida a partir
de la concatenacion de las matrices originales ponderadas; donde la
eleccion de la ponderacion es, en general lo que diferencia los
distintos métodos.

3) Andlisis de la intraestructura que consiste en un estudio mas
detallado de cada elemento ( individuos y variables) de las matrices

originales sobre un subespacio comun creado en la etapa anterior.

Los primeros métodos que tratan la integraciéon de matrices desde esta
perspectiva son por orden cronologico: El Doble A.C.P (BOUROCHE vy
DUSSAIX (1975)), EI Statis (L’HERMIER DES PLANTES (1976)) y
Anélisis Factorial Miltiple (ESCOFIER y PAGES (1984)).
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Por otra parte, la escuela anglosajona se caracteriza por ajustar modelos que
reproduzcan lo mas fiable posible el dato original, en tal sentido podemos
citar los métodos de Tuckals (KROONENBERG y DE LEEUW (1980)),
basados en el modelo de TUCKER (1966); el Candecomp/Parafac
(CARROLL y CHANG (1970); HARSHMAN (1970)); entre otros. Estos
métodos ofrecen marcadores para los niveles de los factores o modos, lo
cual facilita la interpretacion de los resultados en término de

representaciones Biplot.

El problema de la integracion de matrices se recoge ademas en los métodos
de Analisis Procrustes (GOWER (1975); GOWER y HAND (1996));
Meta-Componentes Principales (KRZANOWSKI (1979, 1982)) y Analisis
de Componentes Principales Comunes (FLURY (1984, 1988)); los cuales
se basan en la busqueda de una configuraciéon consenso “optima“, en el
sentido de aproximar lo maximo posible las distintas configuraciones

asociadas a cada matriz.

En esta misma linea de busqueda de una configuracion consenso,
MARTIN-RODRIGUEZ (1996) hace una generalizacion para el caso en el
que las configuraciones son el resultado de aplicar un andlisis biplot a cada

matriz inicial de datos.

En este trabajo nos centraremos en los métodos de la escuela anglosajona, y
sobre todo en los trabajos de los holandeses Kroonenberg y De Leeuw.
Especificamente en los modelos de Tuckals, los cuales ofrecen
marcadores para las categorias de los tres modos, lo que a su vez facilita la
utilizacion de técnicas de representacion Biplot. Constituyendo una

generalizacion del A.C.P al caso de tres modos (varias matrices de datos).
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Otro motivo para usar estos modelos es el hecho de que nuestro objetivo no
es encontrar una configuracidon consenso, ni comparar configuraciones, sino

explicar la interaccion de orden superior a dos.

Estos modelos han sido aplicados en la interpretacion de la interaccion de
tercer orden en un modelo lineal general correspondiente a un Andlisis de
Varianza Trifactorial (KROONENBERG y BASFORD (1989); VAN
EEUWIJK y KROONENBERG (1998)); especificamente en el analisis de
la interaccion Genotipo-Ambiente, para el caso en que los ambientes son
combinaciones de afios y localidades, es decir, involucran dos factores de

variacion.

En este capitulo se introduce una generalizacion de la Regresion en Rango
Reducido, al caso de varias matrices de datos. Este resultado nos permitira
explicar los residuales de interaccidn triple, a partir de la informacién de

variables externas.

3.2 GENERALIZACION DE LA DESCOMPOSICION
EN VALORES SINGULARES A TRES MODOS

A continuacion daremos una serie de conceptos teoricos relacionados con
el Analisis de Componentes Principales de tres vias (KROONENBERG
(1983)), el cual puede ser visto como una generalizacion de la
descomposicion en valores y vectores singulares de una matriz, al caso de
varias matrices de datos. Este resultado nos permitird descomponer los
residuales de interaccion triple en tres matrices de marcadores, una para

cada factor considerado.
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Sin embargo, aunque nuestro objetivo es explicar los residuales de
interaccion triple, es decir los tres modos que consideramos son cada uno
de los factores analizados dentro del Analisis de Varianza Trifactorial, toda
la teoria que desarrollamos a continuacidn es aplicable a cualesquiera tres

modos.

3.2.1 SOBRE LOS DATOS

En un Andlisis de Componentes Principales de tres modos, los elementos u
observaciones son clasificados de acuerdo a las categorias de tres modos.
(individuo, variable y ocasion) Cada dato estd relacionado con una
categoria del primer modo (individuo), una categoria del segundo modo

(variable) y una categoria del tercer modo (ocasion).

A su vez, existen varios tipos de datos de tres modos (KIERS (1988,
1991)):

- Datos de tres vias: Cuando existe un solo conjunto de individuos, un
solo conjunto de variables y un solo conjunto de ocasiones. Es decir,
la informacion queda recogida en K matrices de orden IxJ; siendo I,
J, K la cantidad de categorias de cada modo.

- Datos de conjuntos multiples: Cuando uno de los modos esta
compuesto por varios conjuntos; podemos tener varios conjuntos de
individuos, un solo conjunto de variables y un solo conjunto de
ocasiones, en tal caso en cada ocasion se miden las mismas variables
a diferentes individuos. Tenemos por tanto K matrices de orden
NixJ; siendo Ny el nimero de individuos que se evaltian en la
ocasion k.

De igual forma podemos tener varios conjuntos de variables y un

mismo conjunto de individuos y ocasiones; en tal caso tenemos K
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matrices de orden IxP, ; siendo Py el niimero de variables medidas en
la ocasion k. Se miden en cada ocasion diferentes variables a los
mismos individuos.
En nuestro caso trabajaremos con datos de tres vias, debido a que nuestro
objetivo es explicar la interaccion de tercer orden, en la cual los datos
presentan esta estructura.
No obstante, los métodos que seran analizados son validos para tratar con
datos de conjuntos multiples, ya que este tipo de datos puede ser llevado al
primer caso, considerando matrices de productos cruzados o de productos
escalares, segun sea el caso (KIERS (1988)). En esta situacion estamos
ajustando el modelo a matrices simétricas derivadas de los datos originales,
lo cual se conoce como el modelo de escalamiento de tres modos

(KROONENBERG (1983); KIERS (1991); LEBART et al (1995)).

3.2.2 DIFERENCIAS CON RESPECTO A LAD.V.S. DE
DOS MODOS

Cuando aplicamos un Andlisis de Componentes Principales cléasico

(Biplot) a una matriz Z, estamos ajustando a los datos el siguiente modelo:

zij= X MppUipVip
p=1

Cuando generalizamos a tres modos (varias matrices de datos), tratamos de

ajustar a los datos el siguiente modelo:

pqraipquckr

|| MO
|| MPU

P
Zijk Z

(Tucker (1966))
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Tres diferencias fundamentales pueden citarse al comparar una u otra

descomposicion:

- En dos vias sabemos que el rango asociado al modo fila y al modo
columna de la matriz coinciden [rg(XX’)=rg(X’X)], se dan las
relaciones de transicion entre los vectores propios en el espacio de
las filas y en el espacio de las columnas; lo que a su vez permite
considerar un solo conjunto de componentes principales. Para el caso
de tres modos, necesitamos considerar diferentes componentes en
cada modo e incluso la cantidad de componentes en cada modo (P, Q
y R) no tiene por qué coincidir.

- En el caso de tres vias, la solucion no puede encontrarse a partir de
las primeras componentes de cada modo, como ocurria en un A.C.P
clasico, donde por lo general, los primeros ejes acumulaban la mayor
parte de la variabilidad.

- Para el caso de tres vias, al considerar diferente conjunto de
componentes en cada modo, es necesario considerar las
interrelaciones entre las componentes (g,). Dentro de un mismo
modo las componentes estan incorrelacionadas,  pero entre
componentes de diferentes modos puede existir interrelacion .

Notese que la segunda de las diferencias es un factor muy importante a
tener en cuenta, debido a que uno de los objetivos que se persigue es
reducir la dimensionalidad del problema. Es por ello que necesitamos
contar con un algoritmo para el calculo de las matrices de componentes del
modelo de tres vias (A, B y C), que nos asegure que en las primeras
componentes de cada modo se concentra la mayor variabilidad de los datos,

como ocurria para el caso de dos vias.



Los métodos Biplot como herramienta de andlisis de Interaccion de orden superior 91

METODO DE TUCKALS3

TUCKER (1966) propone un modelo para el Andlisis de Componentes
Principales de tres modos, en el que se contempla la reduccion de

dimensionalidad en los tres modos.

P1 QI RI
Zix = > ngqraipquckr + Cijk _
p=lq=Ir=1 (Modelo en rango reducido)

donde z;; corresponde al valor observado en la combinacion de niveles ijk;
P1, QI y R1 representan el nimero de componentes retenidas en cada
modo; aj, representa el valor que toma para el individuo 1 la componente p
del primer modo; bjq, representa el valor que toma para la variable j la
componente q del segundo modo; ¢, representa el valor que toma para la
ocasion k la componente r del tercer modo y g, €s una medida de la
relacion entre la componente p del primer modo, la componente q del

segundo modo y la componente r del tercer modo.

TUCKER (1966) propone un algoritmo para estimar las matrices A, By C
del modelo; sin embargo, en su trabajo plantea que las soluciones
encontradas no son estimadores minimo cuadraticos; es decir a pesar que
para rango completo (tomando Pl=cantidad de componentes subyacentes
en el primer modo, Ql=cantidad de componentes subyacentes en el
segundo modo y Rl=cantidad de componentes subyacentes en el tercer
modo) se logra reproducir el valor zjy,; al retener las primeras componentes
en cada modo, el ajuste producido por el modelo puede ser lo suficiente
distante del verdadero valor de zj como para ser considerado un mal

ajuste.
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Para salvar el problema en la estimacion de A, B y C, KROONENBERG
y DE LEEUW (1980) proponen un método (Tuckals3) que se basa en
encontrar los estimadores para A, B y C de manera tal que se minimice la

suma de cuadrados residual:

I J K L K Pl QI RI )
2 2 2 (i =z )" = 2 2 2z — 2 2 23ipPiqCrEpar)

J
i=1j=1k=1 i=1j=1k=1 p=1q=I1r=1
Se parte de una tabla de datos de tres vias Zjjx, a partir de ella se

construyen las matrices o arreglos de dos vias Zl:2c3, Z23cl y Z31c2

resultado de concatenar dos de los modos. (KROONENBERG (1983)).

Zijk—) Tabla de tres vias  i=1.1 j=1.] k=1.K

Z12c3 Z23c1 Z31c2 (arreglos de dos vias)

En las vias que se concatenan en columnas, al construir la matriz, el indice
incluido varia mas rapidamente que el otro; asi por ejemplo, si tenemos |
categorias en el primer factor , J categorias del segundo factor y K

categorias en el tercer factor:

LS TR PLS TR A1 STRREN 31974

Zinc3 =1 - Z221
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Descomposicion simultdnea: Analisis de Componentes Principales de tres

vias (Modelo de TUCKALS3).

Como se dijo anteriormente, el objetivo es encontrar tres matrices de

marcadores A, B y C que permitan aproximar simultaneamente las matrices

o arreglos de dos vias anteriores:

Zl;2c3 = AGl;2c3(C'®B')

P QR
] ] :>Zlk=zzzg rlb
Zz;3c1 = BGz;3c1(A ®C") ! parp e
Z3;1c2 = CG3;1c2(B'®A')

AL : marcadores para el modo I (Primer Factor)

B1x0: marcadores para el modo J (Segundo Factor)

Ckxk : marcadores para el modo K (Tercer Factor)

® : producto de Kronecker

Siendo P, Q y R el rango respectivo de las matrices siguientes:

lijIJk - Zl ZC3ZI ;23

MW n MW

ZijkZijk = Zy3c1Ly3c

w-2E
2y

|| M" I

I
My = Z 1ijijk' =Z3.1c243.1c2
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Es decir, P, Q y R representan la cantidad de componentes principales

subyacentes en cada modo respectivamente.

La solucion a bajo rango se obtiene a partir de un algoritmo iterativo cuya
solucién inicial para A, B y C son los vectores propios asociados a los

mayores valores propios de las matrices S, L y M respectivamente.

En el arreglo de tres vias G, se encuentran las interrelaciones entre las
respectivas direcciones de inercia de cada modo. Al igual que como ocurria

con Z, a partir de G se construyen tres matrices o arreglos de dos vias,

G1;2C3, G233t y G312 , denominadas matrices de enlace; las cuales
pueden ser entendidas como una generalizacién de la matriz de valores
propios asociada a la descomposicion en dos vias . En apartados posteriores

se dan conceptos fundamentales para su interpretacion.

Noétese que con esta representacion los datos han sido tratados a partir de su
estructura en tres vias, las matrices A, B y C de la descomposicion sirven
para aproximar cada una de las matrices concatenadas. De esta forma los
datos no han sido forzados a tener una estructura en dos vias, lo cual haria

perder generalidad.

3.2.3 ALGORITMO DE TUCKALS3

Si en lugar de trabajar con el modelo de rango completo, (P componentes
en el primer modo, Q componentes en el segundo modo y R componentes
en el tercer modo), lo hacemos con los primeros ¢jes de cada modo (P1, Q1

y R1) respectivamente, entonces obtendremos una solucion aproximada

para los valores de “ijk :
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Pl QI RI
Ziik = 2, 2 2 EpqrlipDiqCkr T ik
p=lq=1r=1 (modelo Tucker3)

Como se dijo anteriormente, el algoritmo se basa en encontrar las matrices

A, B y C que minimicen la expresion:

I J K o, LIk Pl QI RI ,
2.2 27k —Zij ) =2 2 2@k — 2 2 22ipPiqCkeLpqr)
i=lj=Ik=1 i=lj=lk=1 p=lq=lr=1

1*" paso:

Solucion inicial: (Ag, By, Cy) (Solucion dada por TUCKER (1966)).

Ay: P1 primeras columnas de la matriz de vectores propios de Sj;:
Bo: Q1 primeras columnas de la matriz de vectores propios de Lj;

Co: R1 primeras columnas de la matriz de vectores propios de My

KROONENBERG (1983), demuestra que las posibles soluciones para A,
By C son A, Byy Cy, orotaciones ortonormales de las mismas; lo cual
significa que la estructura de los ejes factoriales no cambia, solo se ha

rotado.

La solucion se va a buscar mediante un proceso iterativo y de manera

simultinea de forma tal que las soluciones encontradas sirvan para

aproximar cada una de las matrices: Zl;2c3, 223l y 2312 a partir de

las ecuaciones dadas en el esquema anterior.
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2% paso:

Se obtiene A, a partir de los P1 primeros vectores propios de:

(Zl;2c3 (Co ®By ))(Zl;2c3 (Co ®Bo)) (transformacién ortonormal)

Se comprueba si (A},B,Cy) es solucion (ver criterio de convergencia (*))
3% paso:
Si la terna anterior no es solucion, se obtiene B, a partir de los Q1
primeros vectores propios de:

(Z2;3c1 (Al ® C:0 ))(22;3c1 (Al ® C:0 ))I
Se comprueba si (A} By, Cy) es solucion
4" paso:
Si la terna anterior no es solucion, se obtiene C; a partir de los R1 primeros
vectores propios de:

(Z3.1c2(B1 ® A1))(Z3.12(B1 ® Ap))
Se comprueba si (A;, By, C;) es solucion, en caso de no serlo se pasan a
calcular un nuevo A,, a partir de B, y C, y asi sucesivamente hasta que el
algoritmo converja.
* Criterio de convergencia:
La solucién encontrada sera aquella en la que se estabilicen los valores de
A, By C, que es equivalente a decir que se estabiliza la suma de cuadrados

residual:
A=A >0, BBy >0, [Ci—Ciy* >0
Una vez encontrada la solucion: A ByC , se pasa al calculo de Giiocs.

G1:0c3=A"Z1:5-3(C® B)
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Por simetria:
G2:3c1 =B'Z53c1(A®C) 'y G312 =C"Z3,12(BO®A)
Notese que en el algoritmo es necesario fijar a priori el numero de

componentes con las que se va a trabajar en cada modo,. (P1, Q1 y R1).

3.24 INTERPRETACION DE LOS ELEMENTOS DE G

Como hemos dicho en apartados anteriores, el arreglo de tres vias G puede
considerarse como una generalizacion de la matriz X, de valores propios
asociada a la descomposicion en valores singulares de dos vias. El valor
gpqr S considera como una medida de la relacion entre la componente p del
primer modo, la componente q del segundo modo y la componente r del

tercer modo; y por tanto, la cantidad:

(2pqr)”
> (2pqr)”

pqr

representa la parte de la variabilidad de los datos explicada por el andlisis
que es atribuida a esa combinacidén de componentes.

De igual forma si queremos conocer qué variabilidad absorbe cada
componente en particular, basta con sumar todos los valores de (gpqr)2
manteniendo fijo el indice asociado a la componente analizada. Por ejemplo
si queremos conocer la importancia de la componente g del segundo modo,
debemos calcular la cantidad:

P1 R1

Z z:(gpqr)2

p=lr=1
P1 QI R1

z Z Z:(gpqr)2

p=lq=Ir=1
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A diferencia de la matriz de valores propios asociada a la descomposicion
en valores singulares en tablas de dos vias, cuando generalizamos a tres
vias, en G podemos encontrar valores negativos. Veremos a continuacion
como interpretar el signo de los elementos de G.

Recordemos que los elementos de G representan relaciones entre
componentes, es decir, entre variables continuas; por tanto su interpretacion
es mucho més compleja comparado con interacciones entre niveles de tres
factores en un andlisis de varianza o categorias en una tabla de
contingencia.

Supongamos que deseamos interpretar un valor g, positivo.

Cuando esto ocurre, KROONENBERG (1983) plantea que para las
posibles combinaciones ijk de niveles de cada modo, en las ternas formada
por el signo de los pesos (ai, , bjq , Ckr) pueden darse cuatro situaciones

simultaneamente:

(+a+9+) (+a'a') ('9+a') Yy ('9'=+)

En nuestro contexto, donde los modos constituyen tres factores de
variacion dentro de un analisis de varianza trifactorial, cada una de estas

combinaciones de signos tiene el siguiente significado:

(+, +, +): Significa que categorias de 1 con altos pesos en a;,, tienden a
tener altos valores de la variable dependiente (interacciones de
tercer orden) para combinaciones de categorias jk con altos

pesos en big y C-

(+, -, -): Significa que categorias de 1 con altos pesos en aj,, tienden a tener
altos valores de la variable dependiente para combinaciones de

categorias jk con bajos pesos en bj, y bajos pesos en cj;.
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(- , +, -): Significa que categorias de 1 con bajos pesos en a;,, tienden a
tener altos valores de la variable dependiente para combinaciones

de categorias jk con altos pesos en bjq y bajos pesos en cy;.

(-, -, T): Significa que categorias de 1 con bajos pesos en a;,, tienden a
tener altos wvalores de la variable dependiente para
combinaciones de categorias jk con bajos pesos en bj, y altos

PES0s en Cy,.

El resto de combinaciones de categorias caracterizadas que no cumplan con
ninguna de las cuatros combinaciones de signos anteriores, tendran los
valores mas bajos de interacciones triples.
En caso contrario, es decir, si el signo de g, es negativo, otras 4
combinaciones asociada al signo de los pesos en A, By C para las
distintas combinaciones , pueden darse simultaneamente en los

datos:

(+9'9+) (+’+9') ('9+9+)y ('9'9')

(+, -, +): Significa que categorias de 1 con altos pesos en a;,, tienden a
tener altos valores de la variable dependiente para
combinaciones de categorias jk con bajos pesos en bj, y altos

pesos en ¢y, .

(+, +, -): Significa que categorias de 1 con altos pesos en a;,, tienden a

tener altos valores de la wvariable dependiente para
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combinaciones de categorias jk con altos pesos en bj, y bajos

pESos en Cy;.

(- , +, +): Significa que categorias de i1 con bajos pesos en aj,, tienden a
tener altos valores de la wvariable dependiente para
combinaciones de categorias jk con altos pesos en bj, y altos

pesos en ¢y, .

(-, -, -): Significa que categorias de 1 con bajos pesos en aj,, tienden a tener
altos valores de la variable dependiente para combinaciones de

categorias jk con bajos pesos en bj, y bajos pesos en ¢, .

Recordemos que en nuestro caso particular, la variable dependiente sera la

interaccion de tercer orden.

Al 1gual que en el caso de dos vias, este andlisis se hace solamente con las
combinaciones de categorias 1jk con mayor valor absoluto en las
respectivas matrices de marcadores. Solamente se trabaja con las categorias

que caracterizan cada componente.

3.2.5 SELECCION DEL NUMERO DE EJES

En este caso como estamos trabajando con datos con estructura de tres vias,
las soluciones no son anidadas como ocurre en un ACP; es decir, la
solucion 2x2x2 incluida en una 3x2x4 no coincide con la solucion 2x2x2
resultante de aplicar el algoritmo, ademas el numero de ejes fijado en cada

modo no tiene por qué coincidir (TIMMERMAN y KIERS (2000)).
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Como hemos dicho el criterio de convergencia del algoritmo esta asociado
con una estabilidad en la solucion, esto implica que podemos obtener un
minimo local y no 6ptimo (TIMMERMAN y KIERS (2000)). Estos
autores proponen un meétodo para seleccionar el nimero de ejes Optimo.

(DIFFIT method).

El método consiste en calcular los valores de ajuste para todas las
soluciones posibles obtenidas a partir del algoritmo de TUCKALS3;
recordemos que en cada solucion se ajusta un modelo con el objetivo de
aproximar los valores de Z, por tanto a cada solucidon estara asociado un
error y un valor explicado, precisamente el ajuste coincide con la parte de Z

explicada por cada solucion.

Segin TIMMERMAN y KIERS (2000), debe cumplirse para las posibles
soluciones que (P1<QIR1), (QI<LP1R1) y (R1<P1Q1), esta condicidén es
debido a que por ejemplo la solucion 3x1x2 coincide con la 2x1x2, por
tanto la primera se elimina por tener mas ejes. Notese que esta condicion

elimina soluciones redundantes.

Una vez encontrados estos valores de ajuste; en las soluciones posibles y
para cada valor de S=P1+Q1+R1, se selecciona la de mejor ajuste, es decir
el mayor. De las soluciones seleccionadas se pasa al célculo de las
diferencias de ajuste (DifFit) de un modelo a otro, es decir cuanto ganamos

en el ajuste al aumentar el nimero de componentes en cada modo.

Las diferencias de ajuste de una solucion a otra, desempenan el papel de los

valores propios en un A.C.P. de dos vias, los cuales estaban ordenados de
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forma decreciente; significando que la ganancia en ajuste de una solucién a

otra era cada vez menor.

El proximo paso sera por tanto, determinar un subconjunto de soluciones
{s} para las cuales se cumple que todas las soluciones posteriores tienen
asociada una diferencia de ajuste menor. Es decir, seleccionar aquellas
soluciones que cumplen con la condicion:

DifFit>DifFitg, n=1..Sax-s

Esto asegura que de una solucion a otra se gane en ajuste cada vez menos;
se trata de lograr una equivalencia con el A.C.P de dos vias, donde por lo
general la mayor parte de la variabilidad queda recogida en los primeros

ejes.

Para estas soluciones se calcula el cociente DifFit/DifFite;. La solucion

oOptima serd aquella para la cual este cociente es maximal y la DifFit

2
asociada sea mayor que el valor critico: HZH / (SmaX_3), donde

Smax=min(L,JK)+min(J,IK)+min(K,1J).

Este método ayuda a encontrar un balance 6ptimo entre el niimero de
componentes retenidas en cada modo y la variabilidad explicada por el
modelo. TIMMERMAN y KIERS (2000) plantean que si el nimero de ejes
o componentes han sido elegidos adecuadamente, rara vez el algoritmo de

Tuckals3 conduce a un 6ptimo local.

Otros autores ofrecen contrastes de hipotesis para validar el ajuste de
modelos de rango 1; es decir, modelos en los que P1=Q1=R1=1. Tratan de

ajustar este tipo de modelos a datos con estructura de tres vias en
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experimentos no replicados ((BOIK y MARASINGHE (1989); BOIK
(1990)). Constituyen una generalizacion de los modelos de Mandel, al caso

de tres vias.

3.3 USO DEL TUCKALS3 EN EL ANALISIS DE
LA INTERACCION DE TERCER ORDEN

A continuacion veremos como explicar los residuales de interaccion triple
haciendo uso de toda la teoria vista hasta el momento en el capitulo, es
decir, a partir de la generalizacion de la descomposicion en valores
singulares al caso de varias matrices de datos, particularmente el modelo de

Tucker.

Como sabemos, en un analisis de Varianza Trifactorial, el modelo lineal

que se sigue es el siguiente:
Yijkl = B+og + B +v + (aB)i + (ay )i + (By) i + (aBy)ijk + eijia

donde Yik es el valor que toma la variable dependiente analizada en la
repeticion 1, para la combinacion de niveles ijk.

Sea:

AN
Z = (z;;) = (B )ik = Vijk. = ¥ij. — Yik. ~ Y.k F Yi. tYi t Y.k~ Y.
Es decir, Z es una tabla de tres entradas que contiene los estimadores

minimo cuadraticos correspondientes a la interaccion triple.

Al realizar la descomposicion en tres vias de Z, nos queda el siguiente

modelo:
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P1 QI R1

E(yija) = n+ 0 + B+ v+ (0B)y + ()i + B + 22 2 2 8par@ipP g
p=Ilgq=1r=1

Ello permite dar una interpretacion de la interaccion de orden 3, e
identificar las filas, columnas o celdas causantes de la misma en su

interaccion con las combinaciones de las restantes dos fuentes de variacion.

Las interacciones de segundo orden pueden ser explicadas a partir de los

modelos AMMI.

Como hemos visto, se ha logrado hacer una generalizacion de la
descomposicion en valores y vectores singulares clasica, a varias matrices
de datos (tres modos). Dicho de otra forma, se ha logrado una
generalizacion de los modelos AMMI (dos modos) al caso de tres modos;
resultado que nos permite la interpretacion de los residuales de interaccion

triple.

3.4 REPRESENTACIONBIPLOT

Cuando ajustamos el modelo de TUCKALS3, los residuales de interaccion
de orden tres se descomponen a partir de tres matrices de marcadores.
Como sabemos, un Biplot permite representar simultdneamente datos con
estructura de dos vias, es decir, es una representacion plana de dos matrices

de marcadores.

(Como representar simultdneamente tres matrices de marcadores?

CARLIER y KROONENBERG (1996) proponen dos tipos de
representaciones Biplot para datos con estructura de tres vias, el Biplot
interactivo o Biplot con estructura multiplicativa y el Biplot conjunto. En

ambos casos se parte de la descomposicion en tres vias asociada al modelo
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de TUCKER; aunque puede ser aplicado a cualquier otra descomposicion

en tres vias, obtenida a partir de otro modelo.

3.4.1 BIPLOT INTERACTIVO

Se parte del modelo de TUCKALS3 y consiste en combinar dos de los

modos (J y K): Tendremos por tanto marcadores a; y marcadores dix.

Pl QI RI P1
Zijk ® 23ip (2 2 8parPiqCkr) = 2 2ipd(jk)p
p=1 q=1r=1 p=1

Es una representacion biplot con estructura multiplicativa extra en los
marcadores columnas (VAN EEUWIJK y KROONENBERG (199%)).
Notar que el numero de ejes de la representacion (P1) esta determinado por

la cantidad de factores retenidos en el modo 1.

Este tipo de representacion es aconsejable cuando uno de los modos que
interactiian esta ordenado (por ejemplo modo tiempo), o cuando la cantidad
de niveles de los modos que se concatenan no es excesivamente grande

(CARLIER y KROONENBERG (1996)).

Si el nimero de marcadores jk es excesivamente grande, una representacion
de este tipo se hace poco entendible, es aconsejable por tanto utilizar otro
tipo de representaciéon donde la informacién quede resumida de manera

mas simple.
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3.4.2 BIPLOT CONJUNTO

En este caso lo que hacemos es un Biplot condicional a uno de los modos,
(por ejemplo el modo K). Nuevamente se parte de la misma
descomposicion asociada al modelo de TUCKER3. El objetivo es hacer un
Biplot para cada componente del tercer modo, en el que se representan los
marcadores asociado a los otros dos modos (a; y b;).

Para cada componente r del tercer modo se construye la matriz:

D~=AG,B’
y se realiza el Biplot, es decir, la descomposicion en valores singulares de
D;, (matriz de orden IxJ). En este Biplot quedan representados las
categorias del primer y segundo modo, proyectados sobre la componente r
del tercer modo. En G, se encuentra la parte de G, relacionada con la

componente r del tercer modo.

Para relacionar las categorias del tercer modo con las categorias de los dos
primeros modos representadas en el grafico, utilizamos los pesos asociados
a las categorias del tercer modo en la componente r; contenidos en la matriz

C; siendo muy importante el signo de cada peso.

Por ejemplo, si la categoria k del tercer modo tiene asociado un peso
negativo alto en la componente r del tercer modo, proximidades entre
marcadores a; y b; en el grafico, se interpretan como que interactian de
manera negativa con la categoria k del tercer modo, de igual forma
marcadores a; y b; distantes en la representacion, indican una interaccion

positiva con la categoria k del tercer modo.
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Cada representacion grafica la relacionamos con las categorias del tercer
modo con altos pesos (en valor absoluto) en la componente del tercer modo

sobre la cual se esta condicionando.

Como vemos este tipo de representaciones son factibles cuando el nimero
de categorias de los diferentes modos es elevada; aunque son mas

representaciones graficas, son mas simples y mas faciles de interpretar.

El Biplot interactivo ha sido utilizado por BRADU y GABRIEL (1978) y
por COX y GABRIEL (1982), con la diferencia de que ellos no utilizan la
descomposicion en tres vias asociada al modelo de TUCKERS3, en sus
trabajos concatenan desde el principio del analisis dos de los modos y
aplican el Biplot a la matriz concatenada; no tratan los datos a partir de su

estructura de tres vias.

Bondad de ajuste:

Pl Q1 RI 5
) Z z Z (gpqr)
S.C.explicada 009% — p=lg=lr=l *100%
S.C.Total Traza((Z ;53 )(Z1;23)")

3.5 IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Se ha elaborado un programa en MATLAB que permite ajustar el modelo
de TUCKALS3 a una tabla de datos con estructura de tres vias. El
programa necesita como datos de entrada, la tabla de tres vias Z (en
nuestro caso los residuales de interaccion de tercer orden) y la cantidad de

ejes que deseamos retener en cada modo (P, Q; y Ry). Automaticamente
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calcula a partir del algoritmo presentado anteriormente, las matrices de
marcadores A, B y C, asi como el arreglo de tres vias G. Finalmente
presenta los resultados mediante un Biplot con estructura multiplicativa en

los marcadores columnas (Biplot Interactivo).

El programa se elabor6 para resolver el caso particular que nos ocupaba, es
decir, ajustar el modelo de Tucker a partir del algoritmo de Tuckals3. No
obstante consideramos oportuno destacar que existe un software elaborado
por el profesor Kroonenberg, que incluye una serie de modelos

relacionados con el Analisis de Componentes Principales de tres modos.

Se muestra a continuacion un diagrama que contempla las etapas

fundamentales del programa; acompanado de un listado del programa.
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Entrada de Datos

4’1)1, Ql’ Rl

- =

Obtencion de Matrices

|
v v v

213 Z)3c1 Z3:1c2

v

Calculo Matrices de Marcadores

v |¢ v

A B C

v

Representacion Biplot

Efecto Multiplicativo en los

Marcadores Columnas

Figura 3.1.: Etapas del algoritmo asociadas al programa computacional.
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“ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES DE TRES MODOS
ALGORITMO DE TUCKALS3”

I=input('Teclee el nimero de categorias del primer factor: ');
J=input('Teclee el nimero de categorias del segundo factor: ');
K=input('Teclee el nimero de categorias del primer factor: ');

P1=input('Teclee el nimero de componentes del primer modo: ');
QI=input('Teclee el nimero de componentes del segundo modo: ');
R1=input('Teclee el nimero de componentes del tercer modo: ');

“OBTENCION DE LAS MATRICES O ARREGLOS DE DOS VIAS”
for ii=1:1
for jj=1:J
for kk=1:K
disp([num2str(ii), num2str(jj),num2str(kk)]);
m(ii,jj,kk)=input(' = ");
disp(" ");disp(" ");
end
end
end

for ii=1:1
c=1;
for kk=1:K
for jj=1:1
X1(i1,c)=m(ii,jj,kk);
c=ctl1;
end
end
end

for jj=1:J
c=1;
for 1i=1:1
for kk=1:K
X2(jj,c)=m(ii,jj,kk);
c=ct+1;
end
end
end

for kk=1:K
c=1;
for jj=1:J
for 11i=1:1
X3(kk,c)=m(ii,jj,kk);
c=ctl1;
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end
end
end

“CALCULO DE LAS MATRICES DE COMPONENTES: (A,By C)”

W1=0;

x=X1*X1"; p=trace(x); %INERCIA TOTAL

y=X2%X2',;

z=X3*X3";

[tam],tam2]=size(X1);

j1=1;

[a,d1,v]=svd(x);

[b,d2,v]=svd(y);

[c,d2,v]=svd(z);

A=A(,1:Pl);

B=B(:,1:Q1);

C=C(;,1:R1);

while abs(j1)>=0.05;
k1=Kron(C,B);
G1=A"*X1*kl1;
r1=Kron(C’,B");
S1=A*Gl*rl;
t1=(X1-S1)*(X1-S1)';
11=trace(tl);
m=l11;
j1=11-W1;
k1=Kron(C,B)
x=X1*kl;
X=xX*x';
[al,d2,v2]=svd(x);
A=al(:,1:P1);
k1=Kron(C,B);
GI=A"*X1*k1;
r1=Kron(C’,B");
S1=A*Gl1*rl;
t1=(X1-S1)*(X1-S1)};
12=trace(t1);
m=12;
j1=12-11;
k2=Kron(A,C);
y=X2%*k2;
Y=Y*Y,
[bl,d3,v3]=svd(y);
b=bl1(:;,1:Q1);
k1=Kron(C,B);
GI=A"*X1*k1;
r1=Kron(C',B");
S1=A*G1*rl;
t1=(X1-S1)*(X1-S1)};
13=trace(tl);
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m=l13;
j1=13-12;
k3=Kron(B,A);
7z=X3*k3;
7z=7%7';
[c1,d4,v4]=svd(z);
c=cl(:;,1:R1);
k1=Kron(C,B);
G1=A"*X1*kl;
r1=Kron(C',B");
S1=A*Gl*rl;
t1=(X1-S1)*(X1-S1)';
14=trace(t1);
j1=14-13;
Wi=l4;

end;

aa=a,

“OBTENCION DE LOS MARCADORES Djk”
K=Kron(C,B);

D=G1*K";

D=D';

disp(D);

“Suma de cuadrados explicada, en porcentaje.”
SCE=(p-m)/p*100

“REESCALAMIENTO OPTIMO”
sca=0;

scb=0;
sca=sum(sum(A."2));
scb=sum(sum(D."2));
sca=sca/taml;
scb=scb/tam2;
scf=sqrt(sqrt(scb/sca));
A=A%*scf;

D=D/scf;

disp(D);

stop

“REPRESENTACION BIPLOT (BIPLOT INTERACTIVO)”

for i=1:R1-1
for j=i+1:R1

figure;

hold

plot(A(:,1),A(:,)),bt+")

for k=1:tam2
plot(D(k,1),D(k,j),'r*")
str=["ejes' num2str(i) ' y ' num2str(j)];
xlabel(str);

end
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text(A(:,1),A(:,)),labell);
text(D(:,1),D(:,j),label2);
axis([-0.8 0.8 -0.6 0.6]);
end;
end;

Seguidamente ofrecemos un esquema en el que se resume todo lo tratado
hasta ahora en el capitulo: Es decir, partimos de una tabla de tres vias Z (en
nuestro caso particular los residuales de interaccion triple); aplicamos el
algoritmo de Tuckals3 para estimar los pardmetros del modelo de Tucker
(A, B, Cy G); lo que es equivalente a obtener la descomposicion en tres
vias de Z. Finalmente representamos los resultados a partir de un Biplot

Interactivo o un Biplot Conjunto.

Insistimos en que en nuestro caso particular, aunque partimos de una tabla
Z formada por los residuales de interaccion triple; la metodologia
desarrollada, (vista como una extension de la descomposicion en valores
singulares en dos vias cldsica -Andlisis de Componentes Principales-) al
caso de tres modos, puede ser utilizada para cualquier conjunto de datos

con estructura de tres modos.
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' p=lg=Ir=1

k Tuckals3 P1 QIRI
/= 6 WE=> Zj ~ > Zaipquckrgpqr

i

i=1,..Lj=1,.] ﬂ

k=I1,..,K
Biplot Interactivo Biplot Conjunto
P1
Zik ® 2 dip (d ik )p ¢ (3 )1
p:l r= 1 [}
=
DVS(AG pqlB)} .
o ° (bj )1
a; .
[ ] .
[} [}
d.
ik
(ai )Rl

r=Rl1 ¢
DVS(AG pqa, B)} = .

Figura 3.2.: Esquema resumen del capitulo.
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3.6 COMPARACION ENTRE TUCKALS3Y OTROS
METODOS DE INTEGRACION

CARROLL y CHANG (1970, 1972) y HARSHMAN (1970) desarrollaron
paralelamente dos modelos para el analisis de datos de tres modos.
Harshman Ilamo6 a su modelo PARAFAC ( PARAIlel FACtor Analysis);
mientras que Carroll y Chang lo denominaron CANDECOMP (CANonical
DECOMposition).

A diferencia del modelo de TUCKER3, el PARAFAC/CANDECOMP
obtiene componentes comunes para los tres modos; no considera el arreglo

de tres vias G.

El PARAFAC/CANDECOMP esta basado en una rotacion muy simple de
los datos (KIERS (1991)). La expresion del modelo es la siguiente:

P
Zijk = 2 ipbjpCkp
p=1

Notese que la diferencia fundamental con el TUCKALS3 es que en este
caso, al no considerar el arreglo G, estamos utilizando los mismos ejes en
cada modo; por tanto el PARAFAC/CANDECOMP nunca superarad en
ajuste al modelo de TUCKASL3 (KIERS (1991)); este modelo es aplicable
solamente a datos con determinada estructura; podemos decir que su uso es
més limitado. En este sentido, el modelo de TUCKALSS es aplicable a
cualquier conjunto de datos de tres vias puesto que considera diferentes
ejes en cada modo, se basa en proyecciones simultaneas de tres nubes de

puntos.
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No obstante, para los casos en que el PARAFAC/CANDECOMP logra un
buen ajuste, la interpretacion es mucho mas sencilla que en el TUCKALSS,
ya que considera menos parametros en el modelo, siendo aconsejable su

aplicacion en estos casos. (KIERS (1991)).

Resumiendo, podemos decir que la ventaja fundamental del modelo de
TUCKERS3 es la de considerar relacidn entre las componentes de diferentes
modos; a diferencia de la mayor parte de los métodos de integracion de
matrices los cuales tratan de encontrar una configuracion consenso, lo cual
en muchos casos es imposible debido a la estructura de covariacion tan

diferente presente en las distintas matrices que deseamos integrar.

En este sentido, FLURY (1995) plantea que el modelo de Krzanowski
(Meta Componentes Principales), se ve sensiblemente afectado cuando se
presenta inestabilidad en las matrices de vectores propios o direcciones de
componentes principales. De igual forma, plantea que su modelo (Analisis
de Componentes Principales Comunes) asume igualdad de todos los

vectores propios o direcciones principales de inercia.

Refiriéndose a ello, KRZANOWSKI (1990) plantea que el Andlisis de
Componentes Principales Comunes constituye una etapa intermedia entre
las técnicas que exigen matrices de varianzas y covarianzas iguales entre
grupos (Analisis Canonico de Poblaciones) y técnicas para el tratamiento
de datos sin estructura alguna. En otras palabras, el Analisis de
Componentes Principales Comunes aunque puede ser aplicado a datos con
matrices de varianzas y covarianzas entre grupos heterogéneas, éstas deben

presentar determinada estructura.
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Por otra parte, HARSHMAN y LUNDY (1996), plantean que el modelo de
TUCKER, al considerar ejes correlacionados entre modos, da la posibilidad
de estudiar variaciones mucho méas complejas asociada a datos con
estructura de tres vias; lo cual es imposible con un modelo tan simple
como el PARAFAC.

3.7 ANALISIS DE INTERACCION DE ORDEN SUPERIOR
A TRES

Desde un punto de vista practico, es poco usual trabajar con interacciones
de orden superior a tres, debido fundamentalmente a lo complicado que
resulta su interpretacion; sin embargo, con el fin de darle caracter general a

la metodologia que desarrollamos, consideramos también este caso.

LASTOVICKA (1981) trata el caso de 4 modos, siguiendo la idea de
TUCKER (1966). Refiriendose a ello KAPTEYN et al (1986), plantean
que tanto la solucion dada por Tucker para tres modos, como la
generalizacion de Lastovicka al caso de 4 modos, tienen el inconveniente
de que a pesar que para rango completo reproducen el dato original, al
retener las primeras componentes en cada modo el ajuste puede estar muy

distante del verdadero valor.

Como vemos al generalizar a 4 modos se presenta el mismo problema que
en el caso de tres modos; es por ello gue KROONENBERG (1983), hace
una generalizacion al caso de n modos y obtiene como en el caso de tres
modos, soluciones minimo cuadraticas, lo cual elimina el inconveniente
que presenta la generalizacion dada por Lastovicka. Su modelo sigue por
supuesto la idea de TUCKER (1966) y lo denomina n-Tucker citado por
D’AUBIGNY y POLIT (1989).



Los métodos Biplot como herramienta de andlisis de interaccion de orden superior 121

CARROLL y CHANG (1970), hacen también una generalizacion al caso
de n modos, pero con el mismo inconveniente de su propuesta para tres
modos; es decir, consideran el mismo ndmero de componentes en cada
modo, lo cual es muy restrictivo (KAPTEYN et al (1986)).

Resumiendo podemos decir que todos los autores citados anteriormente
generalizan los modelos obtenidos para tres modos, al caso de n modos, por
lo que sus propuestas tendran las mismas ventajas y desventajas que

presentaban al considerar tres modos.

Por tanto, si estamos trabajando con interacciones de orden superior a tres,
basta con generalizar el modelo de Tucker a mas modos, en tal caso se
obtendran tantas matrices de marcadores como factores estemos
considerando. El algoritmo de calculo de los estimadores del modelo sera
similar, solamente serd necesario incorporarle mas etapas, tantas como

modos sean agregados.

3.8 APLICACION A DATOS REALES

Se evalua el rendimiento (t/ha) de 10 variedades de patata, en 3 localidades
durante 3 afios. Las 2 primeras localidades Boyeros y San José de las Lajas,
estan ubicadas es la parte occidental de Cuba, mientras que la localidad de
Villa Clara pertenece a la parte central del pais. Son regiones de gran

produccion del tubérculo, con condiciones climaticas extremas.
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Las variedades estudiadas fueron:
Aranka, Binella, Provento, Raja, Impala, Snowden, Granada, Desiree, Red

Pontiac y Baraka.

En este caso, se quiere estudiar el comportamiento en las condiciones de
Cuba, de esas 10 variedades ya establecidas en sus paises de origen. Las
variedades Snowden y Red-Pontiac son de procedencia canadiense,
mientras que el resto son de procedencia holandesa. Se utilizd un Disefio
de Bloques al azar con tres réplicas por tratamiento (combinaciones de
variedad x localidad x afio). Se ofrecen los valores medios para el

rendimiento, los cuales se adjuntan en la tabla siguiente:
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RENDIMIENTO TOTAL (T/ha)

Localidad Boyeros San José de las Lajas | Villa Clara

Var./Afo Afol |Afo2 |Afo 3 |Afiol |Afo2 |Aflo 3 |Aflo 1l [Afo 2 |Afo 3
03/94 |94/95 |95/96 [93/94 |[94/95 |95/96 |93/94 |94/95 |95/96

Aranka (v1) [32.07 |24.10 [41.77 |51.37 [33.43 |38.04 [32.04 |24.00 (43.03

Binella (v2) |30.18 [27.33 |34.66 |42.56 [33.12 |40.02 [34.36 |16.89 [44.80

Provento (v3) |31.91 [24.79 |39.33 [36.83 |33.49 (42.03 |29.36 [19.44 |39.50

Raja (v4) 26.64 |25.95 |31.55 [31.84 [27.72 |40.07 |30.26 [18.62 [42.30

Impala (v5) [25.20 |30.36 [30.44 |36.12 [27.18 |33.60 [30.97 |19.56 [48.90

Snowden (v6) |27.81 [20.39 |30.44 [24.24 |26.95 [37.70 |29.24 [18.33 |29.80

Granada (v7) |28.18 |25.17 |30.22 |[38.94 |37.61 [31.80 |28.88 [20.78 |27.20

Desiree (v8) |28.73 [24.53 |38.88 |34.43 [29.71 |35.70 [26.14 |20.00 [43.40

Red Pont. (v9) | 27.78 |27.30 |34.44 [30.18 |23.67 [43.35 |22.69 [16.00 |41.00

Baraka (v10) |32.00 [28.53 |36.88 |27.85 |[34.72 |40.50 [22.09 |20.45 [32.90

Tabla 3.1.: Matriz de datos.

ESTUDIO DE LA INTERACCION DE TERCER ORDEN:

Matriz de estimadores de interaccion de tercer orden:

L1Al L2A1 L3Al L1A2 L2A2 L3A2 L1A3 L2A3 L3A3
Vi -2910 6.611 -3.680 -2.048 -0.996 3.093 4974 -5569 0.615
V2 -1.85 1.201 0.656 2.726 0.664 —-3.331 -0.862 -1.859 2.741
V3 0.782 -1.217 0435 —-2.033 1.219 0.811 1.249 -0.004 -1.247
V4 0.181 -1.261 1.081 2486 -00915 -1573 -2.668 2.176 0.493
Z1gc3=| V5 -2242 3566 -1332 5492 -1.328 -4.166 -3.253 -2.241 5489
V6 2329 -6.137 3.808 -2.372 0.763 1.608 0.043 5.373 —5.417
V7 -1.19 -0.174 1368 -2.546 1.626 0.918 3.739 —-1.454 -—2.287
V8 0.148 1.802 —-1.950 -1.520 1.085 0.433 1372 -2.888 1.515
V9 1276 -0.363 -0911 2868 -3.330 0.462 —-4.144 3.693 0.450
V10 3.493 -4.023 0.532 -3.052 1.243 1.808 -0.440 2.780 —2.340 |
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Hemos mostrado solamente uno de los arreglos de dos vias, porque la
intencidn es mostrar los estimadores de interaccion triple. Como sabemos la
unica diferencia entre las tres matrices o arreglos que se construyen a partir
de la tabla de tres vias, es que en cada una de ellas, los elementos aparecen
en diferente posiciéon, son los mismos numeros distribuidos de forma

diferente en cada matriz.

Seleccion del nimero de ejes:

A continuacion mostramos los valores de ajuste para las posibles

soluciones
P1 Q1 R1 S=P1+Q1+R1 Ajuste (%)
1 1 1 3 52.051
2 2 1 5 65.732
2 1 2 5 60.856
1 2 2 5 55.580
2 2 2 6 90.459
3 2 2 7 97.191
4 2 2 8 99.999

Tabla 3.2.: Valores de ajuste para distintas soluciones.

Notese que solo se han presentado las posibles soluciones, es decir, como
estamos trabajando con interacciones, los grados de libertad para filas,
columnas y celdas son (I-1), (J-1) y (K-1) respectivamente, por tanto en
nuestro ejemplo P1<9, Q1<2 y R1<2. Ademas, como se dijo anteriormente,
debe cumplirse que en las posibles soluciones (P1<Q1R1), (Q1<P1R1) y
(R1<P1Q1), esta ultima condicion es debido a que por ejemplo la solucion

3x1x2 coincide con la 2x1x2, por tanto la primera se elimina.
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A continuacion seleccionamos para cada valor de S, la mejor solucion es

decir la que presenta un mayor ajuste o varianza explicada:

Pl Q1 R1 S Ajuste(%) |Diferencia | Increm.
1 1 1 3 52.051 52.051 2.105
2 2 1 5 65.732 13.681 -

2 2 2 6 90.459 24.727 3.673
3 2 2 7 97.191 6.732 2.397
4 2 2 8 99.999 2.808 0

Tabla 3.3.: Seleccidn de los mejores ajustes.

Notese que en la tabla 3.3. eliminamos la solucién 2x2x1 debido a que

existen soluciones posteriores con una diferencia de ajuste mayor.

Por tanto, la solucion optima encontrada es la 2x2x2, es para la que se

encuentra un incremento mayor (P1=2, Q1=2, R1=2).

ajuste (%)

100 ———
80
60
40
3 5 6 7 8

ndamero de componentes (s)

Figura 3.3.: Valores de ajuste para las mejores soluciones.
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Matrices de marcadores:

Variedades

[ 0.417 —0.566]

0.233  0.1923

—-0.124 -0.159

—-0.053 0.326

0.465  0.429
A=l _0597  0.000

—-0.066 —0.350

0.163 —0.206 0.596 —0.557

—-0.059 0.395 B=|-0.781 -0.237

|—0.379 -0.062 0.184 0.795 | Localidades
ARos
0.525 —0.625 11 21 12 22

C=| 0279 0.767 Gpocz=|1 —12545 —9.611 9.207 —2.696

—-0.804 -0.142 2 9700 -6.849 3.817 -7.675

INTERPRETACION DE LOS ELEMENTOS DE G.
La matriz G1oc3 contiene las relaciones entre los factores o componentes

de cada modo; asi por ejemplo el valor (-9.611)° =92.371 indica que el
primer eje del modo i, el segundo eje del modo j, y el primer eje del modo

k, absorben en su conjunto esa cantidad de inercia.

Por tanto, la cantidad:

92.37 * _
%56.186 100% =16.60%

Representa el porcentaje de la inercia explicada por el andlisis que es
atribuido a la combinacién de componentes 121.

A continuacion interpretamos el signo de los elementos de G.
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Comenzamos interpretando la combinacion de componentes 111. Sabemos
que 011:=-12.545 indica la fuerza de la relacion entre las primeras

componentes de cada modo.

Busquemos ahora las combinaciones de categorias de variedades,
localidades y afios que caracterizan esta combinacién de componentes. Por
supuesto, al igual que como hacemos para el caso de dos vias, nos
centraremos en las categorias con mayores pesos en valor absoluto, los

cuales pueden encontrarse en las matrices A, B y C de marcadores.

Variedades: {Aranka (v1), Impala (v5) y Snowden (v6)}
Localidades: {Boyeros (L1) y San Jose (L2)}
Afos: {93-94 (Al) y 95-96 (A3°)}

Formemos ahora todas las combinaciones posibles de categorias y
estudiemos el signo de los pesos en cada matriz de marcadores. En las
ternas formadas por combinaciones de signo, cada elemento representa el

signo correspondiente al peso de la categoria analizada en esa posicion.

Combinacion Signo

Aranka x Boyeros x 93-94 (111) (+++)
Aranka x Boyeros x 95-96 (113) (++-)
Aranka x San José x 93-94 (121) (+-+)
Aranka x San José x 95-96 (123) (+--)
Impala x Boyeros x 93-94 (511) (++4)
Impala x Boyeros x 95-96 (513) (++-)
Impala x San José x 93-94 (521) (+--)
Impala x San José x 95-96 (523) (+--)
Snowden x Boyeros x 93-94 (611) (-+4)
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Combinacién Signo
Snowden x Boyeros x 95-96 (613) (-+-)
Snowden x San Jose x 93-94 (621) (--+)
Snowden x San José x 95-96 (623) (---)

Como el signo de g;11 es negativo, las combinaciones de categorias con
cualesquiera de estas cuatro combinaciones de signo: (+ - +), (+ +-), (- + +)
y (- - -), tendran mayores valores de interaccion triple al ser comparadas
con el resto de combinaciones de categorias caracterizadas en esta
combinacion de componentes, las cuales tendran las interacciones negativas

mas altas.

En nuestro caso, podemos decir que las primeras componentes de

variedades, localidades y afios, contraponen los grupos de categorias:

1% grupo: {113, 121, 513, 521, 611 y 623}
2% grupo: {111, 123, 511, 523, 613 y 621}

El primer grupo con interacciones triples positivas altas y el segundo grupo

con las interacciones triples méas negativas.

Analicemos ahora otro elemento de G, pero en este caso con signo

positivo: g11,=9.207.

Busguemos el grupo de categorias que caracterizan la componente 1 del
modo variedad, la componente 1 del modo localidad y la componente 2 del

modo afio:
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Variedades: {Aranka (v1), Impala (v5) y Snowden (v6)}
Localidades: {Boyeros (L1) y San Jose (L2)}
Anos: {93-94 (A1) y 94-95 (A2)}

Busquemos ahora las combinaciones de categorias y estudiemos el signo de

las ternas asociadas:

Combinacion Signo
Aranka x Boyeros x 93-94 (111) (++-)
Aranka x Boyeros x 94-95 (112) (+++4)
Aranka x San José x 93-94 (121) (+--)
Aranka X San José x 94-95 (122) (+-+)
Impala x Boyeros x 93-94 (511) (++-)
Impala x Boyeros x 94-95 (512) (+++4)
Impala x San José x 93-94 (521) (+-4)
Impala x San José x 94-95 (522) (+-+)
Snowden x Boyeros x 93-94 (611) (-+-
Snowden x Boyeros x 94-95 (612) (-++)
Snowden x San José x 93-94 (621) (---)
Snowden x San José x 94-95 (622) (--+)

En este caso, como el signo de @i;2 es positivo, combinaciones de
categorias con cualesquiera de las combinaciones de signos (+ + +), (+ - -),
(--+)y (- + -), tendran asociado mayores valores de interaccion triple en
comparacion al resto de combinaciones de categorias caracterizadas, las
cuales tendran los menores valores de interaccion triple. Se forman por

tanto los siguientes dos grupos:
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1% grupo: {112, 121, 512, 521, 611y 622}
2% grupo: {111, 122, 511, 522, 612 y 621}

Por tanto, la combinacion de la primera componente de variedades, con la
primera componente de las localidades, con la segunda componente de los
afios, contrapone las combinaciones de categorias del 1* grupo con las
combinaciones de categorias del 2% grupo; el primer grupo con valores mas

elevados de interaccion de tercer orden.

Todas estas conclusiones podran verse mas adelante en la representacion

Biplot con estructura multiplicativa.

Para la representacion Biplot con estructura multiplicativa (Biplot
Interactivo), se utilizan las matrices A y Dy transformadas por un factor de

escala, recordemos que Dy se obtiene a partir de las matrices C , By
G12e3. Cada fila de Dj« esta asociada a cada una de las columnas de

21,53 por el orden en que aparecen,; asi, la tercera fila de Djx contiene el

vector de componentes asociado a L3AL.

[ 1.752 —2.375]
[—1.309 0.225 0.976  0.8065
2490 -0.572 —~0.522 —0.667
—-1.182 0.347 —-0.223 1.369
1.139  1.839 A _ 1.953  1.798
Djx =|-0.394 -0.608 t71-2505 0.001
—-0.744 -1.230 —-0.279 -1.471
0.169 —2.064 0.684 —0.866
-2.094 1.180 —-0.248 1.657
| 1925  0.883 | | -1.591 —0.262 |
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Bondad de ajuste:

(556-18%1 409 4)*100% —90.437%

2. BOYEROS(94-95)

Re_g Pontiac * + Impala
151 SANJOSE(95-96) Raja,
*.

Binella VSLARA(95-96)
_\_

05 F VCLARA(93-§
_BOY+EROS(93-94)*
Snowden  , Baraka

o5k SANJOSE(94-95) .
Provento N SANJOSE(93-94)
1T Desiree
VCLARA(94-95)
15} +
Granada
21 * Aranka
) BOYEROS(95-96) .
-25 I I L L L 1
3 2 1 0 1 2 3

Figura 3.4.: Biplot con estructura multiplicativa (Biplot Interactivo).

Se destacan como mas inestables las variedades Aranka, Impala y

Snowden, (por ser las més distantes al origen de coordenadas).

Variedad 1 (Aranka): Reacciona favorablemente (altos rendimientos) en los

ambientes (L1A3) y (L2A1), es decir, en la localidad Boyeros para el afio

93/94, y en la localidad de San José de Las Lajas para el afio 93/94. Por

otra parte reacciona desfavorablemente en (L1A2), es decir en Boyeros

para el afio 94/95.
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Variedad 5 (Impala): Reacciona favorablemente en la (L3A3) y en (L1A2),
es decir, en Villa Clara para el afio 95/96 y en Boyeros para el afio 94/95.
Tiene un comportamiento desfavorable en la (L1A3), o sea, en Boyeros

para el afio 95/96.

Variedad 6 (Snowden): Interactia positivamente en las condiciones
(L2A3), es decir, en San José de las Lajas en el afio 95/96, presentando un

mal comportamiento en (L2A1), o sea, en San José en el afio 93/94.

En sentido general podemos decir que todas las variedades tuvieron un

comportamiento bastante inestable.

Aungue en nuestro ejemplo fue aconsejable utilizar el Biplot con estructura
multiplicativa (Interactivo) por tener pocas categorias los modos que
interactdan (localidades y afios); realizamos ademas el Biplot conjunto, con
la idea de comparar los resultados de una y otra representacion.
Recordemos que se realiza un Biplot para cada componente del tercer

modo.
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Aranka
4r +

sAR JoSE

Granada
+

De§_i ree

T T T

VILLA CLARA]

Baraka
+ +

Provento Snowden

Binella

+
Impala

Raja
+ .
+Red Pontiac

BOYEROS

kel 1

-10

Figura 3.5.: Representacion simultdnea de variedades y localidades sobre la primera
componente de los afios (95/96(-)).

0 5

10

sl VILLACLARA i
4 - -
2r Granada ) i
+ 1 Desiree
4+Provento Binella
0 + +
\ Impala
+ Raja *
Baraka + + BOYEROS
2r + Red Pontiac §
Snowden
4}t 4
SAN JOSE
_6 1 kel 1 1 1 1 L
-6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 3.6.: Representacion simultanea de variedades y localidades sobre la segunda

componente de los afos (93/94(-); 94/95(+)).
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Hemos construido dos representaciones simultaneas de variedades y
localidades para cada componente de los afios. EI primer grafico esta
relacionado con el afio 95/96 con peso negativo (ver matriz C). Por tanto
proximidades entre variedades y localidades se interpretan como que

interactUan de manera negativa con el afio 95/96.

Podemos decir que las variedades Red Pontiac, Raja e Impala, interactian
de manera negativa en la localidad Boyeros para el afio 95/96, las
variedades Red Pontiac, Raja, Snowden y Baraka, interactian de manera
positiva en la localidad San José para el afio 95/96; la variedad Impala
interactla de manera positiva en la localidad Villa Clara para el afio 95/96;
las variedades Snowden y Granada interactian de manera negativa en la
localidad Villa Clara en el afio 95/96; la variedad Aranka interactua de
manera positiva en las localidad Boyeros para el afio 95/96 y de manera

negativa en la localidad San José para el afio 95/96.

Notese que al interpretar el primer grafico s6lo nos hemos referido al afio
95/96, ya que es el de mayor peso en la primera componente del tercer

modo.

Al interpretar el segundo grafico, asociado a la segunda componente del
tercer modo, vemos que en este caso las categorias mas importantes son los
afnos 93/94 y 94/95 (ver matriz C); el aflo 93/94 con peso negativo y el afio

94/95 con peso positivo.

Como relaciones méas importantes podemos destacar que la variedad Impala
interactUa de manera positiva en la localidad Boyeros para el afio 94/95 e

interactUa de manera negativa en la localidad Boyeros para el afio 93/94. La
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variedad Aranka interactia de manera positiva en la localidad Villa Clara
para el ailo 94/95 y de manera negativa en la localidad Villa Clara para el
afio 93/94, podemos decir ademas que la variedad Aranka interactla de
manera positiva en la localidad San José para el afio 93/94 y de manera
negativa en la localidad San Jose para el afio 94/95. La variedad Snowden
interactUa de manera positiva en la localidad San José para el afio 94/95 y
de manera negativa en la localidad San José para el afio 93/94; de la misma
forma, la variedad Snowden interactlia de manera negativa en la localidad
Boyeros para el afio 94/95 y de manera positiva en la localidad Boyeros

para el afio 93/94.

Notese que las conclusiones son similares utilizando una u otra

representacion Biplot.

3.9 REGRESION EN RANGO REDUCIDO DE TRES
MODOS

Supongamos que deseamos explicar a partir de variables externas los
residuales de interaccion triple asociados a una tabla de tres vias para datos

continuos.

En el apartado 2.2 hemos visto que a partir de la Regresion en Rango
Reducido fue posible explicar los residuales de interaccion de orden dos,
mediante variables externas medidas sobre los niveles de uno de los

factores de variacion analizados.

Se demostrd que el problema era equivalente a la realizacion de un doble

ajuste. En el primer ajuste se estimaban los residuales de interaccion doble
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a partir de regresiones sobre las variables ambientales y en un segundo

ajuste se efectuaba un Biplot a la matriz de residuales estimada.

Este resultado nos permitié incorporar en el Biplot la informacion de
variables externas; haciendo méas enriquecedor el estudio de la interaccién

de segundo orden.

En el caso de tres vias podemos tener variables externas medidas sobre uno
o varios de los factores considerados; e incluso, en algunos casos es
posible, que las variables externas esten medidas sobre las combinaciones
de dos de los factores, por ejemplo, cuando consideramos varias
localidades en varios afios y tenemos la medida de una variable ambiental
en cada localidad y cada uno de los afios.

Describiremos primero un procedimiento general para la estimacion cuando
tenemos variables externas en cada uno de los modos, seguido de un
procedimiento que usaremos cuando las variables son medidas sobre la

concatenacion de dos de los modos.

3.9.1 INFORMACION EXTERNA SOBRE LOS TRES
MODOS

Supongamos que disponemos de informacion externa adicional para los
tres modos contenida en las matrices X, Y y W respectivamente. Las
matrices son de Ordenes IxL, JXM y KXN respectivamente, es decir,
disponemos de L variables externas para las filas, M para las columnas y N

para las celdas.

Partimos del modelo general de tres vias
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P1 QLR1
Zijk = 2. 2. 2. 9pqraipPjpCkr + Eijk
p=Ig=Ir=1
De la misma forma que en el caso general, se trata de estimar las matrices
A, B, Cy G, pero ahora con la restriccion adicional de que A, By C sean
combinaciones lineales de las respectivas variables externas:
A= XD
B=YE
C=WF

El problema consiste, entonces, en estimar las matrices de coeficientes D, E

y F.
La estimacion se consigue mediante una generalizacion simple del

algoritmo general de estimacion.

Construimos las matrices
Z1:9c3=AG1:23(C'®B') = XDG1:p3(FW'QE'Y")
Z7:3c1 =BG .31 (A’ ®C') = YEG .31 (D' X'QF W*)
Z31c2 =CG31-2(B'®A") =WFG31-2(E'Y'®D'X")

Las ecuaciones pueden escribirse también como:

(X'X) ™ XZy;5c5 = DGyp3(F'W'RE'Y")
(YY) Y'Zp501 =EG p5.1(D'X'OF W")
(W'W) T W'Zg1 5 =FG g, (E'Y'®D'X)
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!/ _1 !/ ! _1 !
Obsérvese que las matrices (XX) "X'Ziac3 (YY) "Y'Z23 y

NAN—I\As . . i
(WW) "W'Z31-2 son los coeficientes de las regresiones de 2123,

2231 y Z31c2 sobre X, Y y W respectivamente. Es decir, mientras que
las ecuaciones iniciales aproximan los valores originales mediante
marcadores que son combinaciones lineales de las variables externas, las

ecuaciones transformadas aproximan los coeficientes de regresion.

Especificamos las ecuaciones transformadas ya que son importantes para la
interpretacion de los biplots en los que situamos sobre el grafico los

coeficientesen D, Ey F.

El algoritmo general puede escribirse de la siguiente manera:

Paso 0: Inicio

Fijar los valores de P1, Q1 y R1 e iniciar el contador en k=0, y obtener

estimadores iniciales Do, Eqy Foy Ao, Bo y Co.

Paso 0.1: Extraccion de la informacion relacionada con las variables

externas.

Se obtienen los residuales de la regresion de Z12<3 sobre X

Ri;(zcg =Z1.903 ~ X(XX) X Z1p03 = (1= X(X'X) X Z1:003
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X
. : RY.
Se reorganizan los residuales en la forma ' 2:3cl y se calculan los

residuales de la regresion de esta sobre Y

XY or—Lone X
Ro5c =(1=Y(YY) "Y)R5.54

X, Y
. : R2u
Se reorganizan los residuales en la forma " 31<2 y se calculan los

residuales de la regresion de esta sobre W

XYW _ O R
R3icr =(I1-WWW) "W)R31-,

X,Y,W
entonces  3:1c2  contiene la parte de Z no explicada por las variables

YW X, Y, W
externas. Llamando R” """ a la organizacién en tres vias de = 312

podemos calcular los valores ajustados para las variables externas como.

z-z-R%YW

El analisis de Componentes Principales de 3 vias se realiza a partir de la
matriz de valores ajustados reorganizados en la forma 2123, £2;31 y

Z31c2.

Paso 0.2: Célculo de los estimadores iniciales
Calcular Ag,como los P1 primeros vectores propios de 21234123
Calcular Bg,como los Q1 primeros vectores propios de Z2,31£231

- - V4 . !
Calcular Cy,como los R1 primeros vectores propios de £31223]1c2
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Paso 1:

Aumentar el contador k=k+1.

Paso 2:

Se obtiene Ay, como los P1 primeros vectores propios de

(Z1:23(Cka ® Bk1))(Z12c3 (Ck-1 ® Bk_1))

Se obtiene Dy, como

Dy =(X'X)"I1X'A

Se comprueba si (Ax, By, Ck.1) €s solucién, en cuyo caso se termina el

proceso.

Paso 3:

Se obtiene By, como los Q1 primeros vectores propios de

(Z23c1(Ak ® Ck-1))(Z2:3-1(Ak ® Ck-1))'

Se obtiene E, como

Ex=(Y'Y)lY'B,

Se comprueba si (Ayx, Bk, Ck1) es solucion, en cuyo caso se termina el

proceso.

Paso 4:
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Se obtiene Cy, como los R1 primeros vectores propios de

(Z31-2(Bk ® Ak))(Z 312 (Bk ® Ak))
Se obtiene F, como
F =(WW) 2wy
Se comprueba si (Ax, Bk, Cyx) es solucion, en cuyo caso se termina el

proceso, si no es solucién se vuelve al paso 2.

Criterio de convergencia

El proceso termina cuando se estabilizan las matrices de coeficientes.

Paso final

Calcular G como
G12c3 = AkZ123(Ck ® B)

Si la informacion externa se mide solamente sobre alguna de las variables,
basta con utilizar la matriz identidad como matriz de informacion externa
donde sea adecuado. Es claro que si no hay informacion externa, el

algoritmo coincide con el algoritmo descrito en apartados anteriores.

En las matrices D, E y F, estaran los coeficientes de las respectivas
variables externas que se utilizaran para su representacién en el grafico.

Tendremos por tanto 6 matrices de marcadores (A, B, C, D, E y F).
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Evidentemente, si queremos utilizar un Biplot interactivo en el que
concatenamos los marcadores asociados a B y C, de igual forma tendremos
que concatenar los marcadores asociados a E y F. Tendremos por tanto,
marcadores A, (BC)jx, Dy (EF)j

El algoritmo completo puede resumirse en la figura siguiente:
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k=0
Valores iniciales para Ag, By, Cp

k=k+1

Calcular Ag como vectores propios de
(Z1:9-3(Ck1 ® By 1))(Z19-3(Ci_1 ® By 1))

S
< Converge?

NO
- A
Calcular Bk como vectores propios de
Y (Zo3c1(Ak ® Cy1))(Zo:3-1 (A ® C1))
Sl
< Converge?
NO

Calcular Ci como vectores propios de
(Z3102 (B ® AY)(Z 312 (B ® A}))

<D

NO

S Converge? >

Calcular G
> Gpoc3 = AyZpoc3(Cy ® By)
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3.9.2 INFORMACION EXTERNA SOBRE LA
CONCATENACION DE DOS MODOS

Veremos a continuacion cémo a partir del modelo de Tucker, visto como
una generalizacion del Biplot al caso de tres modos, podemos introducir la
informacion de variables externas en el Biplot Interactivo. En otras
palabras, explicaremos los residuales de interaccion triple a partir de la
informacion de variables externas que en este caso seran medidas sobre las

combinaciones de dos de los factores de variacion analizados.

Se parte del siguiente modelo:

Z'1;2C3 =XM+E

En este caso X es una matriz de orden JKxH, es decir se consideran H
variables externas (ambientales) medidas sobre las combinaciones de
categorias jk, correspondientes al segundo y tercer factor; en nuestro caso,

localidades y afos.

Notese que usar uno u otro arreglo de dos vias Z, es arbitrario, es una

simple forma de reflejar la informacion de una tabla de tres vias.

El primer paso es la obtencion de los estimadores para los residuales de
tercer orden. Se realizan por tanto las respectivas regresiones maultiples,

tomando como variables independientes las columnas de X, y como

variable dependiente cada columna de Z12c3, se ajustaran tantos
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modelos como categorias tenga el primer factor (en nuestro caso |

modelos).

Es decir, obtenemos los nuevos valores de interacciones de orden tres a

partir de la siguiente ecuacion:

- 1 1 _1 1 1
Z':0c3=X(X'X) " X" Z'1:03

Hemos obtenido por tanto, una nueva tabla de tres vias Z, en la que cada

elemento es una combinacion lineal de las variables ambientales.

El proximo paso es ajustar el modelo de Tucker a la tabla de tres vias Z :

) PL  QLRL . PL
Zijk = 2_8ip( 2 20parPjgCrr) = 2 ipdjkyp
p=1 g=1r=1 p=1

Para obtener los coeficientes de las variables ambientales, debemos ajustar

un modelo de regresion multiple para cada dimensién retenida (p):
. H
djkyp = hthth(jk)
=1

Lo cual significa que la matriz F, de coeficientes para las variables

ambientales puede obtenerse a partir de la siguiente formula:

F=(X'X)IX'D

La matriz F, es de orden H*p, el elemento f,, representa el valor
p

correspondiente a la variable ambiental h en la componente p.
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APLICACION PRACTICA

Trataremos de explicar los residuales de interaccion triple contenidos en la

matriz £2<3 dada en el ejemplo anterior a partir de una matriz X de

variables externas, medidas sobre combinaciones de localidades x afios.

P.1 PF TM HR
L1A1 915 48.0 246 74.0
L2A1 86.0 37.0 224 73.0
L3A1 332 27.2 232 77.8
L1A2 240 80.0 243 755
L2A2 195 485 229 77.2
L3A2 28.0 36.2 22.8 80.0
L1A3 152 79.0 245 748
L2A3 108 42.0 23.0 78.3
L3A3 85 86 23.6 805

Las variables externas analizadas fueron:

P.1: Precipitaciones (mm®) durante los meses de Diciembre y Enero (Inicio
de la campafia).

P.F: Precipitaciones (mm®) durante los meses de Febrero y Marzo (Final de
la campania).

T.M: Temperatura promedio (°C) durante los cuatro meses.

H.R: Humedad Relativa promedio (%) durante los 4 meses.
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El proximo paso es ajustar los valores de Zl;2c3, a partir de la informacion

contenida en X:

[—-2.75 -1.08 070 041 -242 338 033 -095 023 213 ]
519 098 -068 -121 223 -434 052 143 -1.08 -3.04
-359 -144 074 069 -287 423 009 -1.32 079 268
012 275 -1.09 0.66 468 —-400 -1.38 072 0.00 -247
2'1;2C3 =/ 073 118 -058 016 222 -217 -059 041 0.05 -1.41
-208 -117 050 037 -209 281 006 -084 064 1.83
186 -0.79 035 -0.89 -133 009 094 041 -0.76 0.08
027 -242 096 -0.72 -408 326 128 -049 -0.11 2.05
| 023 201 -090 050 368 -326 -127 063 024 -1.86]

Finalmente ajustamos el modelo de Tucker a la tabla de tres vias Z, para

A~

d

encontrar los marcadores - JK que nos permitiran posicionar las variables

externas en el Biplot Interactivo.

[ 1.16
1.00
~0.48
~0.06
1.87
~2.14
~0.34
0.53
~0.18
| -1.37

>
Il

~

G123 {

~2.66]
0.99
~0.27
1.05
1.40
0.15
~1.02
~0.45
0.64
0.18 |

-14.11
1.30

0.05
—-3.50

[-1.681 0.37 |
2.035 -0.58
~1.89 0.54
1.67  0.82

D=| 1.18  0.40
~1.17 -0.40
~0.48 -0.69
~1.57 -0.04

| 151  0.06

022 —8.69

—3.24 —2.25}
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El proximo paso es realizar las regresiones de X en D. Los coeficientes de

las regresiones seran los elementos de la matriz F.

(~0.75 —0.44]

o_| 173 021
~1.47 0.38

|-1.17 001

Tenemos por tanto las tres matrices de marcadores que nos permitiran
posicionar sobre el Biplot Interactivo, las variedades, las combinaciones de

localidades x afio y las variables ambientales.
Antes de presentar el Biplot Interactivo, pasemos al andlisis de la bondad

de ajuste:

Bondad 1°" ajuste:

traza(Zy:03* Z'1:03)

— *100% =53.5%
traza(Zy.903* Z'1:03)

Bondad del 2% ajuste:

> (@ pgr)?

L *100% = 92.71%
traza(Z1.23* Z'1;2c3)

Por tanto, la bondad global sera del 49.59%. Ello significa que sélo podran
ser explicadas algunas interacciones de tercer orden, mas especificamente

las relacionadas con las variedades 2,5,6 y 10, que fueron las de mayor
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coeficiente de determinacién (R%) en las respectivas regresiones asociadas

al 1% ajuste.

Representamos a continuacion el Biplot Interactivo con variables externas.
Notese que las posiciones relativas de variedades y combinaciones de
localidad x afio, han variado. Estamos representando el Biplot Interactivo
de la matriz de estimadores de interacciones de tercer orden ajustada a

partir de las variables externas.

2.5
V5 e
v9V4‘ V2 e .
L3A1 o
L1A2
. N * L3A3
0 V6 Qvloo L2A2 ¢ .
L2A3" HR Vv .
L3A2 Pl ¢ v8 P AL
L1A3®
v7
vle
25 I I I I 1
25 -15 -05 05 15 25

Figura. 3.7. Biplot Interactivo con variables externas

Podemos ver en la figura 3.7 que las variedades 2 y 5 (Binella e Impala)
interactUan positivamente en ambientes con altas precipitaciones en la etapa
final de la campafa (PF), es decir, en la L1A2 (Boyeros (94-95)) y en la
L3A3 (Villa Clara (95-96)). De igual forma, estas variedades interactdan
negativamente en L1A3 (Boyeros (95-96)), porque es un ambiente con

altas precipitaciones en la etapa inicial de la campafia.
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Podemos ver ademas que las variedades 6 y 10 (Snowden y Baraka),
interactian positivamente en las combinaciones de localidades y afios
(L3A1L, L1A1y L2A3), es decir, en Villa Clara (93-94), Boyeros (93-94) y
San José (95-96), respectivamente. Son ambientes caracterizados por alta

temperatura media (TM) y alta humedad relativa (HR).



1-

CONCLUSIONES

A partir de la exhaustiva revision bibliogréfica realizada, concluimos que donde
primero se explican los residuales de interaccion de segundo orden a partir de
términos multiplicativos, es en el trabajo de GOLLOB (1968), en lo que
denomina modelo FANOVA. Estos mismos modelos son llevados por GAUCH
en 1988 al contexto del analisis de Interaccién Genotipo Ambiente bajo el
nombre de modelos AMMI. Por otra parte GABRIEL en 1978 y DENIS en 1991
lo denominan modelos bilineales, mientras que DENIS y GOWER en 1992 lo
denominan modelos biaditivos.

HEMOS DEMOSTRADO:

2-

La descomposicion en valores y vectores singulares de los residuales de
interaccion doble, puede ser generalizada al caso de tres modos a partir del
ajuste del modelo de Tucker a los residuales de interaccion triple.

Los residuales de interaccion de tercer orden pueden ser representados en
dimensién reducida a partir de tres matrices de marcadores (una para cada
factor), mediante un Biplot Interactivo o un Biplot Conjunto, dependiendo de la
naturaleza del problema.

La Regresion Factorial en Rango Reducido puede ser generalizada al caso de
tres modos a partir del ajuste del modelo de Tuckals3 a los residuales de
interaccion triple, estimados a partir de regresiones sobre variables externas, las
cuales pueden ser medidas a cada uno de los factores o sobre combinaciones de
dos de ellos.

Como consecuencia de las tres conclusiones anteriores, podemos decir que los
modelos AMMI pueden ser generalizados al caso de tres modos, resultado que
permite realizar estudios de Andlisis de Interaccion Genotipo-Ambiente, cuando
los ambientes involucran dos factores de variacion.

Los métodos estudiados para tres vias pueden ser generalizados al caso de n vias
a partir del n-Tuckals; en el que se realizan n Andlisis de Componentes
Principales simultaneos, sobre la base del algoritmo dado para tres vias.

La representacion grafica para el Biplot Interactivo de la matriz de datos, nos
permite diagnosticar la presencia/ausencia de interaccion de tercer orden en
tablas de tres vias a partir de las posiciones de los correspondientes marcadores.

En el caso de ausencia de interaccion triple, podemos diagnosticar el modelo que
mejor se ajusta a los datos, lo cual permite identificar las interacciones dobles
que deben ser analizadas mediante los modelos AMMI.



a) La hipotesis relacionada con el modelo aditivo se acepta, si en el grafico
asociado al Biplot Interactivo los marcadores asociado al modo que
queda aislado y los marcadores asociado a la combinacion de los otros
dos modos son colineales y ambas rectas son perpendiculares

b) En las hipotesis relacionadas con la ausencia de una interaccion doble, si
los modos asociados a esta interaccion estan concatenados en el Biplot
Interactivo, el patron es cristalino; en caso contrario el patrén es de lineas
perpendiculares.

9- La diagnosis sigue siendo valida a nivel de subtablas.

10- Los resultados obtenidos para la diagnosis pueden ser generalizados al caso de n
vias, haciendo uso de la generalizacion del modelo de Tuckals.
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